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ORIENTACIONES SOBRE EL USO DEL LIBRO DEL ESTUDIANTE
Queridos Estudiantes:

La Secretaria de Estado en el Despacho de Educacion de Honduras con mucha satisfaccion
le entrega este Libro del Estudiante, para que lo use en el aprendizaje de las Matematicas. El
mismo pertenece a su centro educativo, por lo tanto, debe apreciarlo, cuidarlo y tratarlo con
mucho carifio para que pueda ser utilizado en anos posteriores. Para cuidarlo le sugerimos lo
siguiente:

Forre el Libro del Estudiante con papel y/o plastico, y sobre el forro escriba su
nombre, grado, seccidn a la que pertenece, el nombre del docente y del centro
educativo.

Evite rayar, manchar o romper las partes internas o externas del Libro, para que al
devolverlo el mismo esté en buenas condiciones.

Todos los ejercicios propuestos en el Libro debe desarrollarlos en su cuaderno de
Matematicas.

Esta permitido llevar a su casa el Libro, cuidando que otras personas que conviven
con usted no se lo manchen, rayen o rompan.

Recuerde llevar el Libro al centro educativo todos los dias que tenga la clase
de Matematicas.

Antes de usar su Libro, por favor lavese y séquese las manos, evite las comidas y
bebidas cuando trabaje en él; asimismo, limpie muy bien la mesa o el lugar donde lo
utilice.

Tenga cuidado de usar su Libro como objeto para jugar, evite tirarlo o sentarse en
él.

Al pasar las hojas o buscar el tema en el Libro, debe tener cuidado de no doblarles
las esquinas, rasgarlas o romperlas; también cuide que no se desprendan las hojas
por el mal uso.

Recuerde que este Libro es una herramienta de apoyo para usted, por lo que debe
conservarlo muy bonito, aseado y sobre todo evitar perderlo, porque no lo encontrara
alaventa.



Presentacion

La Secretaria de Educacion presenta el “Libro del Estudiante” de
Octavo Grado del area de Matematicas para el Tercer Ciclo de
Educacion Basica, que tiene su fundamento en el Disefio Curricular
Nacional de Educacién Basica (DCNEB), mismo que fue revisado y
ajustado por un equipo técnico en el marco del Proyecto
Mejoramiento de la Ensefianza Técnica en el Area de Matematicas
(PROMETAM FASE III).

Con el uso de este Libro y con la ayuda del docente podra aprender
mayores conocimientos de matematicas, encontrandole sentido a
estos, ya que proponen situaciones de la vida diaria donde se
aplican conceptos y procedimientos, ademas con el desarrollo de las
actividades planteadas se comprendera cada vez mas, permitiendo
apreciar las matematicas como un quehacer humano y un medio
para desenvolverse en la vida.

En la basqueda del camino hacia una nueva Honduras, el recurso
humano es el uUnico capaz de generar riquezas a través de la
aplicacion de sus conocimientos, competencias y acciones; por lo
que se espera que los educandos se comprometan a elevar su
nivel educativo paraincorporarse al mercado laboral.

Secretario de Estado
en el Despacho de Educacion
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Unidad 1

Polinomios

Leccion 1: Clasificacion y operaciones basicas con polinomios




@ Leccion 1: Clasificacion y operaciones basicas con polinomios

Seccién 1: Monomios y polinomios

En 7mo grado aprendi6 que las expresiones algebraicas 3a, 6y y 5p°, se llaman

términos, que admiten expresarse como el producto de numero con variable. A estas
expresiones también se les llama monomio.

Lo mismo son x y 50, x se expresa como unica variable y .

. . . Son monomios:
50 se expresa como unico numero, también

2
se les llama monomio. (Se puede decir “50 es un 3a, &, p', %, 50
monomio constante”)
1 <— Exponente
| . Qo
Las expresiones algebraicas, como:
Variable
10a + 2 Coeficiente
2a + 3b* + 1
Son una suma de monomios (términos). 0 Son polinomios:
10a +2  2a + 3bx + 1
Un polinomio es un monomio o una suma de 2 términos 3 términos
dos 0 mas monomios. (binomios)  (trinomios)

[ [ Ejemplo XK

Encuentre los términos del polinomio 24° - 4a - 1.

\/ Solucion:

24" - 4a - 1 expresado como una adicion: 2a° + (-4a) + (-1) [suma de monomios]

o o _ _ 0 2a° + (-4a) + (-1)
Respuesta: 24, -4a'y -1 son los términos del polinomio. | J

3 términos
(trinomios)

1.1 Encuentre los términos de los siguientes polinomios.
a)8x’ - 3x - 2 b) 5a + 4b” - 3¢ C)m
d) 5ab - 2 e)x-2y+ 8 f)%—By

>
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El grado de un monomio lo determina la cantidad de las variables que se
multiplican en un monomio.

[/ Ejemplo K
Determine el grado de los siguientes monomios.
a) 3x° b) 5x°y
k/ Solucién:
a)3x’ =3 XxXx b)5x’y =5 X x Xx Xy
la cantidad de variables multiplicadas es 2 la cantidad de variables multiplicadas es 3
v v
Respuesta: el grado es 2 Respuesta: elgradoes3
1.2 Determine el grado de los siguientes monomios.
2 2 El grado de un monomio
a) 10m b) 8 €) Sxy d) 10ab O constante es cero.

@ El grado de un polinomio lo determina el término con el maximo grado.

lm 1.3 O Grado por término:
Determine el grado de los siguientes polinomios. 3?8 - 4Tx + ?
a)3x"-4x + 6 b)2x + 5 c)-7ab + 6 2 1 0

% Solucién:

a)3x* - 4x + 6 Los términos del polinomio son: 3x2, -4x y 6.
3x2? es el término que tiene mayor grado.
Respuesta: El polinomio es de grado 2

b)2x + 5 Los términos del polinomio son: 2x y 5.
2x es el término que tiene mayor grado.
Respuesta: El polinomio es de grado 1

c) =7ab + 6 Los términos del polinomio son: -7aby 6.

-7ab es el término que tiene mayor grado.
Respuesta: El polinomio es de grado 2

1.3 Determine el grado de los O El polinomio &¢" + x' + 1 - &x puede
siguientes polinomios: ordenarse de acuerdo al grado de sus

términos asi: X437 - e+ 1

a) 3a + 44’ b) -x% + 6x + 1 Pt
3 2 10
Cc) 2ab + 3 d)a-b+5 Grado de los términos forma

(descendente): De mayor a menor

Al polinomio de grado 1 se le llama polinomio de primer grado.
Al polinomio de grado 2 se le llama polinomio de segundo grado.

3x*-4x + 6, -7 ab + 6 son polinomios de segundo grado y 2x + 5 es polinomio de primer grado @
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@ Seccién 2: Adicion y sustraccién de polinomios

En 7mo grado estudiamos que 3x y 4x son semejantes y sumandolos obtenemos un
solo término es 7x. De igual manera -3ab” y 7ab” son términos semejantes,
sumandolos obtenemos un solo término queda 4ab”.

[/ Ejemplo ZI]

Identifique los términos semejantes en el polinomio 6a + 2b + 3b - 4a.

\% Solucién:
Son semejantes: 6ay —4a, también 2by 3b

Términos semejantes son aquellos términos que tienen las mismas
variables con los mismos exponentes.

[/ Ejemplo XE=

Simplifique los términos que son semejantes en el O SIS
polinomio 6a + 2b + 3b - 4a 6a + 2b + 3b — 4a
\ /
/ Solucion: Semejantes
6a + 2b + 3b - 4a = (6a - 4a) + (2b + 3b) ... Agrupar términos semejantes
=(6-4)a+ (2+3)b ... Sumar y restar sus coeficientes y copiar
su variable
= 2a + 5b

1.4 Simplifique los términos que son semejantes en los polinomios.
a)3a - 6b + 8a + 3b b) 3x — 7y — x + 2y

Los términos semejantes en un polinomio se reducen sumando o
restando los coeficientes y al resultado se le copia la misma variable.

[/ Ejemplo ZK:

Calcule: (3a + 4b) + (5a + 2b)

&/ Solucién:
(8a + 4b) + (5a + 2b) = 3a + 4b + 5a + 2b ... Suprimir los paréntesis
= 3a + 5a + 4b + 2b ... Agrupar los términos semejantes
= 8a + 6b ... Sumar separadamente

O Enforma  3a + 4b  Se debe colocar término
vertical:  +)55 + 2p semejante bajo término

— . semejante.
8a + 6b

1.5 Calcule:

a)(dx+7y) + (x+5y)  b)(5a-2b)+(-a-3b) C)(3a-4b)+(a-2b) d)(a+4b)+ (5a+b)
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[/ Ejemplo EH/

Calcule (3a + 4b) — (5a - 2b)

\/ Solucion:

(3a + 4b) - (5a - 2b) = 3a + 4b — 5a + 2b ... Cambiar de signo los términos
=24+ 6b que estan dentro del paréntesis.

o - (ba - 2b) = -5a + 2b
1.6 Calcule.

a) (5x + 2y) - (3x - ¥) b) (3a - 6b) - (2a + 4b)

1.7 Calcule.

a)(Ba+ 5) + (a + 4)
b)(-2x +4)-(x+ 1)
c) (3m + 4n) + (2m - 2n)

d) (7x - 3y) - (2x - 3y)

e) 2x - 3y

+) 4x + 5y
f) 5x - 2y
+) —x+ 3y

)
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@ Seccién 3: Multiplicacion y division de un polinomio por un nimero

[/ Ejemplo E:

Calcule:
a)5(2a + 3) b)(2a-3) X (-3) ¢)(20a - 12b) x (—%)

\/ Soluciones:

a)5(2a +3)=5X2a + 5 X 3 b) (2a - 3) X (-3) = 2a X (-3) - 3 X (-3)

=10a + 15 =~6a+9
200 - 12b) X (-+) = 20a X (- ) = 12b X (-~ SN
c) (20a ) X (=) ax(-7) =7) 0 ® (2a + 3)
= -5a + 3b = (B)x 2a +(B)x 3

1.8 Calcule.

a) 7(5x + 4y) b) -4(2a - 3b)
1 1
c) (12x - 16y)><(—7) d) (14a - 7b) x (—7)
[/ Ejemplo EK:]
Calcule.
a) 6y + 2) + 2 b) (4m - 61 +2) + £
\/ Solucion: 0
0 _ 1 A+n=A><i=i,nesunnL’1mero
a)by+2)+2=06+ f) *2 1 i i distinto de cero.
=6y X -~ +2 X =~
3y 12 2 0 Otra forma: 3 1
=t &y +2_Ep2
6y +2)+2=2"<_ = 3y +1
2
&
b) (4m - 61 +2) + £ = (4m - 6n + 2) X o
_ 3 3 3
—4m><?—6n>< ?4-2)(7
=6m-9m +3

1.9 Calcule.

a) (-8x + 6y) + 2 b) (5a - 15b) + (-5) c) (12x - 9y) + %
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(GBI 1.10

Calcule 2(-8a + b) - 3(2a - 4b)

% Solucion:

2(-8a + b) - 3(2a - 4b) = ~16a + 2b - 6a + 12b 0 AN
ab+c)=aXb+aXc
= -16a-6a+ 2b+ 12b
= -22a+ 14b

1.10 Calcule.

a)4(a + b) + 2(2a + b) b) 2(3x - y) + 3(x + 2y)
c)6(4x + y) - 7(x - 2y) d) 3(5a - b) - 2(2a - 2b)
[ [ Ejemplo KKK
3x+ 2 2x -
Calcule > Y 3 4

\% Solucion:

Al hacer calculos con polinomios expresados de forma fraccionaria, hay que convertir
las fracciones para que tengan igual denominador.

Por lo general, se utiliza el minimo comun multiplo (m.c.m.) de los denominadores
como comun denominador.

6eselm.cm.de2y3.

0 3x+22><§=3!3x+22!
3x+2y 2x-y _ 3Bx+2y) 2(2x-y) 2 3 6
2 3 6 6 2c-y 2 _ 22x-y)
_ 30x + 2y) - 2(2x - y) 502 ®
B 6

9 +6y-4x+ 2y 0 Otra forma:
6 5r+8 _5 8

_ 5x + 8y 6 6 6
- 6 _95. .4
—6x+3y

1.11 Calcule.

x+5  4x-3y x+2y 2x-y
2 "5 b) 3 2

a)
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@ Seccién 4: Muiltiplicacién y division de monomios

[ [ Ejemplo ZKP:

Encuentre el area de un rectangulo cuyo largo r ! !
es 3ay el ancho es 2b. bl ab | ab | ab
&/ Solucion: }_ __________ ___________
/ En la figura de la derecha se observa 6 bL ab zk ab

rectangulos pequefios cuya area es ab que L | _
corresponden al rectangulo dado. Es decir el area

del rectangulo es 6ab.

Respuesta: 6ab

Se puede considerar como lo siguiente:
Area = largo x ancho

= 3a X 2b Or 1 )
=3XaXx2Xh 3a x2b=6
=3X2XaxXh

= Bab

Para multiplicar dos o mas monomios se multiplican los coeficientes
y las variables.

1.12 Calcule:

a) 4x X 2y b) 8a X 5b C)m X 5n

[ [ Ejemplo ZKE

Calcule 4x x (-2x)

% Solucion:
4x X (-2x) =4 X x X (-2) X x
=4 X (-2) XxXx

= -8x°

1.13 Calcule:
a) 7y X (-3y) b) (-x) x 8x c) 3 a X (-6a)
d) (=3x) X 2x &) 4ab X (~2b)

Unidad 1 - Polinomios



[/ Ejemplo K"

Calcule:
a) 2x° X 3x b) (-2a)’
\/ Solucion:
a)2x’ X 3x=2XxXxX3Xx b) (-2a)’ = (-2a) X (-24)
=2X3IXxXxXx =(-2) X a X (-2)Xa
= 6x° =(-2) X (-2) X a X a
= 44°

1.14 Calcule:

a) 8a X 3d’ b) (-7a) c) -2a X 3d’

Division de monomios: se dividen los coeficientes y se dividen las

variables.

[ [ Ejemplo KT

Calcule:
a) 64" + 2a b) 8xy + 4x OA+B=%
% Solucion: 6.7 o
2 . _ a - — ﬂ
a)6a” +~ 2a = 5, b) 8xy + 4x = x
31 2 1
_BXdXa B XAXy
- 2xXd T AXX
11 1
= 361 = 2y
1.15 Calcule.
a) (-6ab) +~ 2a b) 8x* + x c) (-9x° y) + (-3y) d) 15x° + 5x°

Libro del Estudiante - Matematicas 8° grado
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Ejercicios .

¢ Cuantos términos tienen los siguientes polinomios y cuales son?

a) 8x° - 3x

b) 5a - 4b°- 3x c)3-2x d) 10mn

¢ Cudl es el grado de los siguientes polinomios?

a) 3x + 4y°

b) —4xy° - 5x’y c)4x + 1

Simplifique los términos que son semejantes en los polinomios.
a) (-3a + 5b) + (10a - 14b) b) 3a + 2b + 2a + 3b

c)d’ + 2a + 34" - 5a

Calcule:

a) (3a* + 4) - (a* - 1)

d)4a + 12 + 5a + 10

b) (3x - 10) - (-2x + 10)

c) (-15x° + 42x%) - (-25x° + 12x%) d) (5x* = 7xy) - (8x" + 4xy)

e) (10a + 14b) + (-3a - 10b) f) (13a + 12b) + (5a - 2b)

Calcule:

a) 4(7x - 2) b) 5(4pq - 3p) c) (102" - 6x) X () d) 8(3y +5)
Calcule:

a) (30% + 15y) = 5

Calcule:

a)6(c” + 4) - 3(d + 1)

Calcule:

x+2  4x+1
a) 3 T2
Calcule
a) 5x X (-3y)
Calcule

a) 15x)° + 5xy

Unidad 1 - Polinomios

b) (45 - 10b) = ()

b)4(x + 1) + 2(x - 4) Cc)2(3x-1)-3(-2x-1)

x+1 2x+3 x+5  3x-5y 3xy+2 , 3xy-1

0) =3 2 0%t d) =5 = +75

b) 5xy X Txy C) —%ab2 X 64’ d) 2ab X 3a
b)21a* = 7 c) 6a’b =+ 2ab
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Sistema de dos ecuaciones
de primer grado en dos variables

Leccidén 1: Despeje de una variable

Leccion 2: Sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos
variables

Leccidn 3: Aplicacion de sistemas de dos ecuaciones de primer
grado en dos variables




L \
~ Sistema de dos ecuaciones de primer
" grado en dos variables

@ Leccion 1: Despeje de una variable
[ | Ejemplo XK

Un tanque de reserva tiene 58 galones de agua, por cada ! )
hora que se abre la valvula se consumen 5 galones. Si /4

representa las horas que se abre la valvula y a la cantidad
de agua que queda en el tanque después de % horas,

[
encuentre:
a) La cantidad de galones que se consumen después
de 4 horas.

b) La cantidad de agua a que queda en el tanque
luego de % horas que se abrié la valvula ry
c) Exprese la variable # en términos de la variable 4, !"' '
considerando el resultado del inciso b). “
% Solucién:

a) Como /4 representa las horas que se abri6 la valvula, entonces 5k es la cantidad
de galones que se consumen después de /# horas.

b) La cantidad de agua a que quedara después de / horas es: a = 58 - 5h.

c) Para expresar 4 en términos de la variable a, es necesario aplicar las
propiedades de la igualdad.

=58-5h
a B o8 g, B El recuadro de -5/
a+ 5h=58-8h+8h ...Sumar5haambos lados fepresenta | variable
A—A+5h=58-a ...Restar a en ambos lados que se desea aislar.
5h=58-a ...Reducir términos semejantes
/@ — 98 -a ...Dividir entre 5 a ambos lados
B 5
__58-a
h = 5

Respuesta: / = SST'“

El proceso aplicado en c) para aislar la variable / de las otras cantidades y/o
variables se le conoce como despeje.

@ Despejar una variable de una ecuacion, es encontrar otra expresion
equivalente donde la variable considerada quede aislada en uno de los lados

delaigualdad.
Unidad 2 - Sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables



[/ Ejemplo AW

De la ecuacion 2n = 5 - 3m, despeje para m usando la transposicion de términos.

O Transposicion de términos:

A+B=C A-B=C
A=C-B A=C+B

2n=5-3m
2n+3m=95 ... Trasladar -3m al lado izquierdo de la igualdad con signo +
3m=5-2n ... Trasladar 2 al lado derecho de la igualdad con signo -
:%1 — 5‘T2” ... Dividir entre 3 ambos lados
_5-2n
=3

T[4 W 1.1 Despeje para la variable que se expresa entre corchetes usando la
transposicion de términos.

a)y=13-2x; [x] b)5x+3y=9; [yl

[/ Ejemplo R

Dada la ecuacién a = 17 + 3x, despeje para x. 0

Propiedad
Si A = B, entonces B = A.

Ejemplo:
% Solucion: Sia =17 + 3x entonces 17 + 3x = a.
a=17 + 3x
17+ 3x =a ... Aplicar la propiedad: Si A = B entonces B = A
3x=a-17 ... Trasladar 17 al lado derecho de la igualdad con signo -
%C _a-17 ... Dividir ambos lados entre 3
3
X =a- 17
3

[F2(3[4W 1.2 Despeje para la variable que se expresa entre corchetes.

a)9 =>5x+3y; [x] byt =2+ 7r; [r]

D
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@ Leccion 2: Sistema de dos ecuaciones de primer grado
en dos variables

@ Seccién 1: Sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables

[/ Ejemplo FX
En una bodega hay dos tipos de cajas de jabones: las azules 0 (!Q

gue contienen 3 jabones y las rojas que contienen 2 jabones.

Si Pedro necesita 17 jabones, ¢ cuantas cajas azules y a
cuantas cajas rojas debe tomar?

\/ Solucion:

1. Si Pedro toma 1 caja azul tiene 3 jabones, entonces necesita 7 cajas rojas para tener
17 jabones.

ACH ACy ATy AL A ACY AT

2. Si Pedro toma 3 cajas azules tiene 9 jabones, entonces necesita 4 cajas rojas para
tener 17 jabones.

Vio Yoo Yo Yeo

3. Si Pedro toma 2 cajas azules tiene 6 jabones, pero al tomar las cajas rojas no se
pueden completar exactamente los 17 jabones.

Respuesta: Los 17 jabones se pueden tomar agarrando 1 caja azul y 7 rojas;
también se puede tomar agarrando 3 cajas azules y 4 rojas.

21 ;De qué otra manera puede Pedro extraer los 17 jabones tomando
cajas azules y rojas?

«
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La cantidad de cajas azules y rojas que necesita Pedro esta representada por la
ecuacion:

3x + 2y = 17 ... x: cantidad de cajas azules
y: cantidad de cajas rojas

Los datos de la tabla 1, resumen el numero de cajas azules y rojas que necesita Pedro.

Tabla 1 Al resolver una ecuacion se obtienen valores de la
variable que hacen verdadera la igualdad.

Al procedimiento de reemplazar estos valores en el
lugar original de la variable y verificar que la
igualdad se cumple, se le llama comprobacion.

(GBI 2.2

Compruebe que los valores encontrados para las variables x y y en el @[5E09 2.1
son correctos.

% Solucién:

a) Comprobar si se cumple o no, que cuando x = 1, y = 7 la igualdad 3x + 2y = 17
es verdadera.

3x+2y =17 ...cuandox =1,y =7

3(1) + 2(7) 2 17
3+ 14 ; 17 O Al comprobar que si es verdadera la igualdad 3x + 2y = 17
17 é 17 para los valores x = 1y y = 7 se escribe al final i, E))ero
antes de llegar a esta conclusion se expresa como =,
Se cumple

porque todavia no se sabe si la igualdad se cumple o no.

b) Comprobar si se cumple o no, que cuando x = 3, y = 4 laigualdad 3x + 2y = 17
es verdadera.

3x+2y=17..cuandox=3,y=4
3(3) + 2(4) 2 17
9+8217
17 £ 17
Se cumple

c) Compruebe en su casa si se cumple cuandox =5,y = 1.

La expresion 3x + 2y = 17 es una ecuacion de primer grado en
dos variables.

Una ecuacion es una igualdad que involucra una o mas variables.
En esta unidad se estudiaran unicamente las ecuaciones de primer

grado en dos variables.
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(GBI 2.3

Identifique cuales de las siguientes son ecuaciones de primer grado en dos variables.

a)bx+y=19 b) -10x -7xy = 2 c)5x-y+3=0

%Solucién: 0 ngf
1

a) Si es ecuacion de primer grado en dos variables,

porque el grado de los términos 6xy y es 1. o
b) No, porque el término -7xy tiene grado 2. 0 I
c) Si, porque los términos 5x y -y tienen grado 1,

El término / \
1

y se pueden igualar a -3, es decir, 5x -y = -3. s G 1

2.2 |dentifique las ecuaciones de primer grado en dos variables.
a)10x +y =7 b)xy +x=5 c)2x-5+1=0 d)x*+6y=9

[ | Ejemplo F¥]

Ahora a la situacion del (f5E92.1 se agrega la siguiente condicién “La cantidad
total de las cajas entre azules y rojas que Pedro necesita es 7". Si se utilizan las
mismas variables, ¢ cual es la ecuacidon que representa esta situaciéon?

% Solucién: x + y =7  x: cantidad de cajas azules
y: cantidad de cajas rojas

a) ¢, Cuantas cajas de cada color se necesitan?

b) ¢ Cuales son los valores de x y de y que satisfacen simultaneamente la ecuacion
3x +2y =17 del (EEITIY2.1 vy la ecuacion x + y = 7 del inciso anterior?

% Solucion:

a) Como la cantidad total de cajas entre azules y rojas es 7, se pueden tomar:
1 caja azul y 6 rojas,
2 cajas azules y 5 rojas, O No puede tomar solo
3 cajas azules y 4 rojas, cajas de un mismo color.
4 cajas azules y 3 rojas,
y asi sucesivamente.

En la tabla 2 se resumen los datos de las cantidades de ambos tipos de caja.

Tabla2 (x +y=7)

I Il

Yy 65 4 3 2 1
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b) Los valores de x y y que satisfacen la ecuaciéon 3x +2y =17 se presentan en la
Tabla 1 y los valores de x y y que satisfacen la ecuacién x + y = 7 en la Tabla 2.

Tabla 1 (3x + 2y = 17) Tabla2 (x + y = 7)

e e el i

Cajasrojas y 7 1

Los valores que satisfacen al mismo tiempo las dos ecuaciones sonx = 3, y = 4.

Cuando se buscan las soluciones comunes a dos ecuaciones de primer grado
en dos variables se colocan de la siguiente manera y se le llama sistema de
dos ecuaciones de primer grado en dos variables:

3x + 2y =17
x+y =7

pareja de ecuaciones de primer grado en dos variables.

La solucion de un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos
variables son los valores de las variables que satisfacen simultaneamente

@ Un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables es una
s las dos ecuaciones.

Resolver un sistema de ecuaciones de primer grado en dos variables es encontrar su
solucion.

s . 3x +2y =17
La solucion del sistema es x=3,y=4.
x+y =7

0 También se puede escribir la solucion de un sistema
de dos ecuaciones de primer grado en dos variables
de la siguiente manera:

CS:{(x=3,y =4)}
CS significa conjunto solucién.

—
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[/ Ejempio kX3

Empleando tablas de valores, encuentre la solucidén del siguiente sistema probando
simultaneamente en cada ecuacion con los valores 0, 1, 2 y 3 para la variable x.

-y=-1@

X
X+y=

3 @

% Solucion:

Ecuacion (1)

Ecuacion (2

x-y=-1 x+y=3

x-y=-1 x+y=3
O-y=-1.cuandox =0 O+ y=3 ..cuandox =0

y=1 y=3
x-y=-1 x+y=3
1-y=-1..cuandox =1 1+ y=3 .. cuandox =1

-y =-1-1 y=3-1

—y=—2 y:2

y=2

Ecuacionx -y =-1@®

x| 0 fﬁ 2|3
\2/

y | 1

o

Ecuacionx +y =3 @

x| 0 fﬁ 2

3

1)

Como x = 1, y = 2 es solucion de ambas
ecuaciones, no se necesita seguir probando

con los valoresde x = 2y x = 3.

Respuesta: La solucion comun que tienen las ecuaciones @) y 2@

2.3

esx=1,y=2.

Empleando tablas de valores, encuentre la solucién del siguiente
sistema probando simultdneamente en cada ecuacion con los valores

0,1,2y3paralavariable x.

x+y=1 @
x+y=5 @
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@ Seccién 2: Método de eliminaciéon para resolver sistemas de dos ecuaciones de
primer grado en dos variables

Introduccion al método de eliminacién

(G 2.6

2 manzanas y 5 naranjas cuestan 40 lempiras.
2 manzanas y 3 naranjas cuestan 32 lempiras.
¢, Cual es el precio de cada manzana y de cada naranja?

\/ Solucion:

00000606 - -
000006 -

Entonces, dos naranjas cuestan 6 6 =8 ®

Luego: ‘ =4 @

Se concluye que una naranja vale 4 lempiras.

Luego, si 2 manzanas y 5 naranjas cuestan 40 lempiras
y cada naranja vale 4 lempiras, entonces:

POOOO00 -~
" +5x4=40 &
" +20=40 ®
OO -» o
‘ =10 ®

Se concluye que una manzana vale 10 lempiras.

Respuesta: El precio de cada manzana es de 10 lempiras.
El precio de cada naranja es de 4 lempiras.

D
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[/ Ejemplo kX
Traduzca a lenguaje algebraico cada expresion del 509 2.6 donde:
x. precio de una manzana ‘
y: precio de una naranja Q
\/ Solucién:

2 manzanas y 5 naranjas cuestan 40 lempiras
2 manzanas y 3 naranjas cuestan 32 lempiras

| {%+@=M/1

2x + 3y =32 2
2y=28 3 0 Ala ecuacion @ se le resta

. la ecuacion 2
y=4 @

2x +5x4=40 & O Sustituyendo el valor obtenido de y

se obtiene una ecuacion de primer

2x+20=40 @ grado en una variable.
2x=20 @
x=10 @

Respuesta: La solucion del sistemaes x = 10,y = 4.

En un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables, al
eliminar una variable de una de las ecuaciones, esta se convierte en
una ecuaciéon de primer grado en una variable, la cual ya se sabe como
resolver.

Al proceso de resolver un sistema de dos ecuaciones de primer grado
en dos variables eliminando una de las variables se le conoce como
método de eliminacion.

O Al método de eliminacion también se le conoce
como método de reduccion por suma o resta.

2.4  Un limén y tres toronjas cuestan 17 lempiras.
Un limdén y dos toronjas cuestan 12 lempiras.

a) Encuentre el precio de cada limén y de cada toronja, utilice la pista 1.

Pista 1 ()i‘i"‘i=ﬁ
88 -
$-

b) Traduzca a lenguaje algebraico cada ecuacién del inciso a) segun la pista 2.

Pista 2 x: precio de un limén Q

@ y: precio de una toronja ‘
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Método de eliminacién cuando los coeficientes de x o de y son opuestos

De aqui en adelante, se aprendera como resolver diferentes tipos de sistemas de
ecuaciones, usando el método de eliminacién y empleando la suma para eliminar
una variable.

[ [ Ejemplo FX:

Resuelva el siguiente sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables.
4+ 3y =17 @
2x-3y=-5 @

k/ Solucioén:

En este caso se observa que los coeficientes de la variable y tienen el mismo
valor absoluto y diferente signo: +3 y -3. Al sumar +3y y -3y el resultado es 0, y
se elimina la variable y.

Ax + 36 = 17 O A=B

1) 2x- 36 = -5 ) =
6x =12 —
.y A+C=B+D

Una vez encontrado el valor de una variable, este puede utilizarse para encontrar el
valor de la ofra.

En la ecuacion (@) sustituya x = 2. También se puede tomar la ecuacion 2) para
encontrar el valor de y, sustituyendo x = 2.
4+ 3y =17 @ 2x-3y=-5@
4(2) + 3y =17 ...cuandox = 2 2(2)-3y=-5 ..cuandox=2
8 +3y=17 4-3y=-5
3y:17—8 —3y:—5—4
3y=9 -3y=-9
y=3 y=3

Se obtiene el mismo valor para y.

Respuesta: La solucion del sistemaesx =2,y = 3.

S 2.5 Resuelva usando el método de eliminacion.

2x+y=14 2x+y=7 -2x+3y =38 3x + 5y =26
a) b) c) d)
x-y=4 5 -y =14 2x+y=28 -3x+2y=2
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Meétodo de eliminacién cuando los coeficientes de x o de y son iguales

(GBI 2.9

Resuelva el siguiente sistema:

x+4y =4 Q)
x-y=-6®

k/ Solucion
Ahora se presenta el caso donde los coeficientes de una de las variables son
iguales, esta variable es la x. Al sumar x + x no se elimina dicha variable, pero si al

sumar x + (-x). , o
o (2)’ se lee “2 prima”.

Para esto, la ecuacion 2) se multiplica por -1 para que el
coeficiente de la variable x sea opuesto al coeficiente de x de
la ecuacion (@), y asi poder eliminarla sumando la ecuacién @)’
con la ecuacion (1) .

“A(x -y = -6) Esta expresion significa que se multiplica -1 tanto al lado
izquierdo de la igualdad, como al lado derecho.

¢ —y iy
’ AT = — También se puede
x+y=6 @ 0 &= ?) o tomar la ecuacion (1)

Se multiplica el Se multiplica el y multiplicarla por 1.

lado izquierdo de lado derecho de
la igualdad por -1 la igualdad por -1

“Ax-y)=—x+y -1(-6)=6

Luego se suma la ecuacion (1) con la ecuacién @)

A+4y=4 @ . U .
+) —}é n -6 ®, 0 La simbologia +) significa que las ecuaciones
Y se estan sumando. Recuerde que se suman
oy =10 los términos semejantes.
y=2
Sustituya y = 2 en (D para encontrar el valor de x. o T T e ——
x+4y =4 encontrado de y en cualquiera
x+4(2)=4 ...cuandoy =2 de las dos ecuaciones.
x+8=4
x=4-8
x=-4

Respuesta: La solucion del sistemaesx = -4,y = 2.
2.6 Resuelva usando el método de eliminacion.

3x+ 5 =11 b x+2y=-12 -3x + 2y = -7 d 7x-2y=10
Cc
3x+2y=28 x-y=9 10x + 2y =6 2x -2y =20
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Meétodo de eliminacién igualando coeficientes de x o de y

Hay sistemas donde una de las ecuaciones se debe multiplicar por un numero entero
(negativo o positivo) diferente de 1 para poder eliminar una de las variables, tal como se

muestra en el siguiente ejemplo.

[/ Ejemplo FX[I

Ix+5=7 @
Resuelva:
2x-y=-4 ®

% Solucion:

Puesto que no se puede eliminar directamente la variable x, ni tampoco la variable y,
se debe multiplicar una de las ecuaciones por un numero entero diferente de 1 para

eliminar una de las variables.

Convenientemente se multiplica la ecuacion @) por 5 positivo, aprovechando el
hecho de que el coeficiente de la variable y en la ecuacion @) es -1, de esta forma

+5y -5 son opuestos y al sumarse +5y y -5y se eliminarian.
52x -y = -4)
10x - 5y = -20 @’

Luego se suma la ecuacion (1) con la ecuacion (2)’ resultante.

x+50=7 @

+) 10x - 59 = -20 @’
13x =-13
x = -1

Sustituya x = -1 en (1) para encontrar el valor de la variable y.

3x+5 =7
3-1)+5y=7 ...cuando x es = -1

-3+5 =7

5y =10

y=2

Respuesta: La solucion del sistemaesx = -1,y = 2.

[T 2.7 Resuelva usando el método de eliminacion.

2x-y=5 3x + 5y =17 x -5y =-10
a) b) c)
ox +2y=28 2x-y=-6 2x -4y = -2

5x -2y =14
d)
3x-y=28
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Método de eliminacion

En el ¢EEDIY2.10, fue suficiente multiplicar una de las ecuaciones por un nimero
entero diferente a 1 para poder eliminar una de las variables. Sin embargo, en otros
sistemas, uno de los valores absolutos de los coeficientes de la variable x o de la
variable y no son multiplos o divisores de otro y es necesario buscar la forma de que
ambos tengan el mismo valor absoluto y diferente signo.

(GBI 2.11

Ix+7y=-5 @
Resuelva:
Sx+2y=-19 @

% Solucion:

Se elige eliminar la variable x, ya que aunque sus coeficientes tienen distinto valor
absoluto, si tienen signos opuestos, y al buscar eliminarla, la multiplicacion se haria por
numeros enteros positivos.

La ecuacion (1) se multiplica por 5 y la ecuacion 2) por 3.

5@3x + 7y = -5) 3(-5x + 2y = -19)
15x + 35y = -25 (@)’ -15x + 6y = -57 @’
Luego se suman las ecuaciones resultantes @)’y @)’
15/ + 35y = -25 (@’
+)-1bx + 6y = -57 @’ O Los coeficientes de la variable x quedan
con signos opuestos y con el mismo valor
41y = -82 absoluto: 15y - 15.
y=-2
Sustituyay = -2 en (@
3x +7y=-5
3x + 7(-2) = -5 ..cuandoy = -2
3x-14=-5
3x=-5+ 14
3x=9
x=3

Respuesta: La solucion del sistemaesx = 3,y = -2.

S 2.8 Resuelva usando el método de eliminacion.

) 2x + 5y =1 b) 2x+ 3y =1 ) 7x -4y =18 d) 2x+ 3y =38
a Cc
3x-2y=-8 -3x + 7y =-13 2x + 5y = -1 -3x+5=7

@
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Método de eliminacién

A diferencia del ¢EE09MY2.11 , ademas de que los coeficientes de ambas variables

no tienen los mismos valores absolutos, tampoco tienen signos opuestos, por lo que
es necesario que los numeros enteros por los cuales se multipliquen tengan signos

contrarios.

(GETTY 2.12
%-2y=11 @D
Resuelva:
4x -5y =9 @
% Solucion:

Por tener coeficientes con valores pequefios, se eliminara la variable y y uno de los
numeros que multiplicara a las ecuaciones sera negativo.

Para eliminar la variable y, se multiplica la ecuacién (1) por 5 y la ecuacion 2
por -2.

50x -2y = 11) -2(4x - 5y = 9)

45x - 10y =55 (@@’ -8x + 10y = -18 @’

Luego se suman las ecuaciones resultantes @’y @’
45x - 1 2% = 55
+) -8x + 10y = -18
37x 37
1

X

Sustituyax = 1en @

4y -5y =9
41)-5y=9 ..cuandoy = -2
4 -5 =9
-5y =9-4
-5y =25
y=-1

Respuesta: La solucion del sistemaesx =1,y = -1.
2.9 Resuelva usando el método de eliminacion. Elimine la variable y.
5x + 3y = -7 5x + 2y = 17
a) b)
Ix+4y=-8 2x+3y=9

Para todos los sistemas resueltos anteriormente, es buena idea sustituir ambos valores
de x y y en cada una de las ecuaciones del sistema original para comprobar que el calculo

es correcto.
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@ Seccién 3: Método de sustitucion para resolver sistemas de dos ecuaciones de
primer grado en dos variables

Meétodo de sustitucion sin coeficiente en la variable a sustituir
(GETIY 2.13

En un supermercado: 2 naranjas y 1 manzana valen 19 lempiras y 1 manzana es 4
lempiras mas cara que 1 naranja. ¢ Cual es el precio de cada manzana y de cada naranja?

% Solucion:

000 o
-6 -

Sustituya el valor de la manzana en la primera ecuacion.

“ @ =19 @

°°=19 @
000
000-- ®
°=5 @

Luego, una naranja vale 5 lempiras.

19 5

De la segunda ecuacion,
como ‘ =@ + 4 ®
v
-(5)+4 @
®- o

Respuesta: Una manzana vale 9 lempiras.

Una naranja vale 5 lempiras.
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| Ejemplo FX*

Traduzca a lenguaje algebraico el (FEDP2.13 y resuelva el sistema.

% Solucion:

<

Traducido a lenguaje algebraico, el sistema del (5P 2.13 se expresaria
como:  x: precio de una naranja

y: precio de una manzana

2x+y=19 () QD
y=x+4 @ 2

Sustituya y = x + 4 en la ecuacion(@.

2x +(y)=19 3
2x +[x + 4= 19 %
3x+4=19 5 O3x+4=19esla
nueva ecuacion con
3x=15 ) solo una variable.
x — 5 /7\

Para encontrar el valor de y sustituya x = 5 en la ecuacion @).

y=[(x+4 @®
=B+4 @ ...cuandox =5
—9 10

Respuesta: La solucion del sistemaesx =5,y = 9.

El método de sustitucion consiste en sustituir el valor de la variable despejada
en la otra ecuacion, para que en la nueva ecuacién solo haya unavariable.

SEAHEY 2.10 Resuelva usando el método de sustitucion.

a)

x+y=-8 x+y=7
y:3x b) y=3x—5

<
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Meétodo de sustitucion con coeficiente en la variable a sustituir

(GETY 2.5
S5x+y=9 (@
Resuelva:
x=3y+1 @
k/ Solucién
Paso 1: Sustituyax =3y + 1en @ O Observe que hay un coeficiente en la variable
-5x+y=9 a sustituir, en este caso -5. Se aplica la
53y +1)+y=9 propiedad distributiva.
-15y-5+y=9 -5@3y + 1) = -5 X 3y + (-5) x 1
~14y =9+ 5 =-1-5
-14y = 14
y=-1

Paso 2: Use la ecuacion 2) y el valor de y = -1 para obtener el valor de x.
x=3y+1
=3(-1) + 1 ... cuando y = -1
=-3+1
= -2

Respuesta: La solucion del sistemaesx = -2, y = -1.

FEIEN 2.11 Resuelva usando el método de sustitucion, observe que la variable a
sustituir tiene coeficiente.

3x +2y =28 3x -2y =12
a) b)

x=3y-1 x=-2y-4

=3x -1 =x-2
<" A< "

x-2y=12 3x + 2y =16

Nota: De ahora en adelante puede utilizar cualquier método: sustitucion o
eliminacion.
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D Seccion 4: Tipos de sistemas de ecuaciones de primer grado en dos variables

Eliminacién de paréntesis en una ecuacion

(GEDIY 216  Resuelva: {4x +7y =39 @

2c+y)=-3y+ 15 @
% Solucioén:
En este caso elimine el paréntesis aplicando la propiedad distributiva y simplifique.
Paso 1: La ecuacion 2 se puede expresar como:

2x +y)= -3y +15
2x +2y= -3y + 15
2x+2y+ 3y=15

2x+5y=15 @’
4x + 7y = 39
Paso 2: El sistema queda de la siguiente manera: T @
2x+5y=15 @’
Siguiendo el procedimiento la ecuacion @)’ se multiplica por -2.
-2(2x + 5y = 15) 0 (2’ se lee “2 biprima”.
-4x - 10y = -30 @”

Luego, se suma la ecuacion (@) con la ecuacion @) resultante.

A+7y=39 @
+) Ax-10y = -30 @”
-3y=9
y=-3
Sustituya y = -3 en (@).
4x + 7y = 39
4x +7(-3) =39 .. cuandoy= -3
4x -21 = 39
4x = 60
x=15

Respuesta: La solucidon del sistemaesx = 15,y = -3.

@ Pasos para resolver sistemas con paréntesis en una o mas ecuaciones
1. Se eliminan los paréntesis usando la propiedad distributiva.
2. Se reducen términos semejantes.
3. Se reescriben las ecuaciones de manera que el sistema pueda
resolverse por los métodos de eliminacidon o sustitucion.

SN 2.12 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones eliminando paréntesis.

3x+y)=2x-1 b 4x +y =10
2x+y=28 ) 5x - 2(3x -y) = -7

5x + 2y =1 d)< 3(x +y)=2x-1
C){3x—4(x+y)=7 ){x+y=—5 @
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Eliminacién de paréntesis en ambas ecuaciones

[ [ Ejemplo FXki

2x-(x+7y)=13 @
Resuelva:
2x+ 3y)-5y=-4 @

&/ Solucion:

Paso 1 Paso 2
La ecuacion () se puede expresar como:  La ecuacion @) se puede expresar como:
2x-(x+ 7y) =13 2(x + 3y) -5y = -4
2x-x-T7Ty=13 2x + 6y -5 =-4
x-7y=13 @’ 2+y=-4 @
Paso 3
-7y =13 ’
El sistema es equivalente a: o @
2x+y=-4 @

La ecuacion (2)’ se multiplica por 7 para poder eliminar la variable y.
7(2x + y = -4)
14x + 7y =-28 @”

Luego se suma la ecuacion (1)’ y la ecuacion (2)” resultante.

x-%H=13 @
+)14x + 7y =-28 ©@”
15x = -15
x=-1

Sustituyax = -1 en @’

2x+y=-4
2(-1)+y=-4 ..cuandox = -1

2+y=-4

y=-2

Respuesta: La solucion del sistemaesx = -1,y = -2.

ISEGEEN 2.13 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 3x-2)-2y=7 b) 5x-2)-3y =1
2x-4(y-3)=18 4x -5y +1)=-4

0 20-6)+x=-4 d) 2(x +y) -3y = -1
35y -4)+ 4x =41 4(x -y) +3y = -3

(o

Unidad 2 - Sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables



Conversion de coeficientes fraccionarios a niimeros enteros

En los sistemas de ecuaciones de primer grado en dos variables, se
presentan casos donde los coeficientes de las variables son numeros

fraccionarios, para resolver el sistema se convierten los coeficientes
fraccionarios a numeros enteros.

(GEEDTY 218 Resuelva: [x+y =25 ©)
?IT x+y=10 @
% Solucién:
Convierta el coeficiente fraccionario % a un numero entero multiplicando la
ecuacion @ por 4. ]
T x[4]=1
4(4-x +y=10) 04X
1
x+4y =40 @’ zXa]=1a#0
El sistema queda de la siguiente manera:

x+y=25 @
x+ 4y =40 @
Se multiplica la ecuacion @ por -1

También se puede multiplicar la
~1(x + y = 25) ecuacion (2) por —1.
~x-y=-25 @’

Luego se suman las ecuaciones 1)’y @’ resultantes.
X-y=-25 @
+) X+4y=40 @

3y=15
y=25
Sustituya y = 5 en (1 para encontrar el valor de la variable x.
x+y=25
x+5=25 ..cuandoy =5
x=20

Respuesta: La solucion del sistema es x = 20, y = 5.

Para convertir los coeficientes fraccionarios a nimeros enteros, se
multiplica cada miembro de la ecuacion por el nUmero que convierte la
fraccion a numero entero, para luego resolver el sistema resultante.

[FEE9 W 2.14 Resuelva los siguientes sistemas convirtiendo los coeficientes fraccionarios
a numeros enteros.

1 1
—x+2y=5
a)< 3 Y

?x+§y=1 ) x+y=1 ) x+2y=-4
C
1 1
x-3y=-3 x-5 =9 x+17y=1 SX- 5y =9

<D
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Conversion de coeficientes decimales a niimeros enteros

En los sistemas de dos ecuaciones de primer grado en dos variables,
también se presentan casos donde los coeficientes de las variables son
numeros decimales, para resolver el sistema se convierten los coeficientes
decimales a numeros enteros.

(GEIIY 219 Resuelva: [05x+y=5 @
x+y=8 @
% Solucion:

Convierta el coeficiente decimal a numero entero, multiplicando la ecuacion () por 10.
10(0.5x + y = 5) 05,x 10 =5
5x + 10y =50 @’

El sistema queda de la siguiente manera:
50 +10y =50 @’
x+y=8 @
Se multiplica la ecuacién @) por -5

-5(x + y = 8)
-5x -5y =-40 @’

Se mueve el punto decimal
un lugar a la derecha.

t

Luego se suman las ecuaciones resultantes @’y @
S + 10y =50 @
+)-Bx- 5y =-40 @

5y =10
y=2
Sustituya y = 2 en (@) para encontrar el valor de x.
x+y=28
x+2=8 ..cuandoy=2
x=06

Respuesta: La solucion del sistemaesx =6,y = 2.

Para convertir los coeficientes decimales a nUmeros enteros, se
multiplica por la unidad seguida de ceros segun las cifras decimales
que tenga el numero.

1FEg9 W 2.15 Resuelva los siguientes sistemas convirtiendo los coeficientes decimales
a numeros enteros.

. {0.3x+0.4y=0.5 by {Zx+3y=14
x-2y=-5 0.2x- 0.5y =3
. {O.2x+0.3y=—0.2 . {O.4x—0.1y=1.3
@ 5x + 2y =17 12x +y =3
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@ Leccién 3: Aplicacion de sistemas de dos ecuaciones
de primer grado en dos variables

@ Seccién 1: Situaciones que involucran dinero

[ [ Ejemplo kX

En una tienda de ropa donde todo estaba en promocion, Ménica compré 2 pantalones
y 3 blusas por 350 lempiras, mientras que Emilia por 2 pantalones y 5 blusas pagé
450 lempiras. ¢,Cual era el precio de cada prenda?

% Solucion:

1) Ménica compro 2 pantalones y 3 blusas por 350 lempiras.
Emilia compré 2 pantalones y 5 blusas por 450 lempiras.

2) x: precio de un pantalén
y: precio de una blusa

3) Sistema: 2 + 3y =350 @
2x +5y=450 @

Resuelva usando el método de eliminacion tal como se estudio en el (Y29 .

La ecuacion ) se multiplica por —1
-1(2x + 5y = 450)

—2x - 5y = -450 @’

Se suma la ecuacion () y la ecuacion @)’ resultante.

2% + 3y = 350
+) =2 - 5y = -450
—2y = -100
y =50
Sustituya y = 50 en @
2x + 3y = 350
2x + 3(50) = 350 ... cuando y =50

2x + 150 = 350
2x = 200
x =100

Respuesta: El precio de un pantalén era de 100 lempiras.
El precio de una blusa era de 50 lempiras.

3.1 Un grupo de amigos pago 120 lempiras por 4 empanadas y 6
refrescos. El dia anterior habian cancelado 150 lempiras por 4
empanadas y 9 refrescos. ¢, Cual es el precio de cada refresco?
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[ [ Ejemplo k¥

Josué se compré 3 CDs y 5 DVDs gastando 105 lempiras, mientras Roxana gasté 80
lempiras por la compra de 2 CDs y 4 DVDs. ¢, Cual era el precio de un CD y cual el de
un DVD?

k/ Solucioén
1) Josué comprd 3CDs y 5 DVDs por 105 lempiras.
Roxana compré 2CDs y 4 DVDs por 80 lempiras.

2) x: precio de un CD
y: precio de un DVD

3) Sistema: (3, | 5y =105 @
2x+4y=80 @

Resuelva usando el método de eliminacion:

La ecuacién (1) se multiplica por -2 La ecuacion 2) se multiplica por 3
-2(3x + 5y = 105) 3(2x + 4y = 80)
-6x - 10y =-210 @’ 6x + 12y =240 @’

Luego se suman las ecuaciones resultantes @)’y @’ .
-Bx - 10y = -210 @’
+)Bx+ 12y =240 @
2y =30
y=15

Sustituya y = 15 en D

3x + 5y =105
3x+5(15) =105 ...cuandoy=15
3x +75 =105
3x=105-75
3x =30
x=10

Respuesta: El precio de un CD era de 10 lempiras.
El precio de un DVD era de 15 lempiras.

3.2 En la tienda estudiantil, Marcos con 32 lempiras compré 4 lapices y 2
cuadernos y Fernando con 39 lempiras compré 3 lapices y 3 cuadernos.
¢ Cuanto vale cadalapiz? y ¢ Cuanto vale cada cuaderno?
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D Secciéon 2: Situaciones que involucran distancia y tiempo

[/ Ejemplo X

Un auto se tarda 12 horas cuando se traslada del punto A al punto B que dista 750 km.
En carretera pavimentada corre a 80 km por hora y en carretera de tierra a 50 km
por hora. jCuanto tiempo recorre el auto en carretera pavimentada y cuanto tiempo en

carretera de tierra?

\/ Solucioén:

x: tiempo en carretera pavimentada
y: tiempo en carretera de tierra
1) Como el viaje tarda 12 horas.

x+y= 12 O distancia recorrida = velocidad X tiempo

2) Se recorren 750 km en total, de los cuales x horas se recorren a 80 km por hora
y y horas se recorren a 50 km por hora, se forma la ecuacion:

80x + 50y = 750

750 km
3) Sistema: —— (12horas) —
x+ty=12 @ — 80x km —*——— 50y km ———
80x + 50y =750 @ (x horas) (y horas)

Este sistema se puede resolver por el método de eliminacion.

La ecuacion @ se multiplica por -50
-50(x + y = 12)
-50x - 50y = -600 (@’

Luego se suman la ecuacion (1)’ resultante y la ecuacion @) .

-50x - 50y = -600 @’
+) 80x + 50y =750 @

30x

Sustituya x = 5en @

=150
x=25
x+y=12
54+y=12 ..cuandox=35
y=17

Respuesta: El auto recorre 5 horas en carretera pavimentada y 7 horas en

3.3

carretera de tierra.

Un bote para ir del punto A al punto B que dista 110 km se tarda 4
horas. En agua tranquila viaja a 25 km por hora y corriente abajo
viaja a 30 km por hora. ¢Cuanto tiempo navega el bote en agua
tranquila y cuanto tiempo corriente abajo?
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Ejercicios .

n Despeje para la variable que se expresa entre corchetes

a)a=2+3b [h] bY6m-Tn=1 [ c)d=1+2r [

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de eliminacion

9x - 10y = -9 b) -4x - 3y = -11 ) -Tx -4y =1
C
5+ 10y = -5 -5x + 3y = -61 7x - 2y = 53
5x -2y =2 2x+y=2 2x -3y =13
d) e) f)
-x-2y=-10 -x+y=-1 5x+ 3y =1
5 -y =13 x+3y=4 . x-8y=-25
9) h) i)
2x+ 3y =12 5x -2y =3 3x+4y=9
) 2x + 7y =17 K 5x + 2y = 11 ) 2x+ 3y =1
P Usr+ay=2 2¢- 3y = 12 3c+ 2y = 4

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de sustitucion

3x+y=16 x=y+1 y=x-3
b) c)
y=5x x-2y=5

5c+y=3
5x -2y =13 x=5y+8 3x+5 =7
d) e) )
x=-3y+6 -7x + 8y =25 y=2x+4
n Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones
2x - 5y =20 2c-3)+y=4 4x +y = -
a) b) c)
-3x-y)+y=-2 x+4y=-9 2x - 3(x - y)
d) 3x+2)=2y &) -2(2x-7) = -3x + 4y f x+5=2(-4x)
2(y+5)=T7x -(2y-1)=-5x+5 100y - x) =1y - 12
36~
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h Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones convirtiendo los coeficientes
fraccionarios a numeros enteros.

x+y=-1 3x-2y=2 x+1—y=4
a)s 4 — 1 b)< 4 1. _ 5 C) 5
7x—|—y—— 7x+7y— 2x_y:1

h Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones convirtiendo los coeficientes
decimales a numeros enteros.

) 0.3x+ 0.4y =0.5 b) 0.9x-0.2y=1.3 ) 1.2x- 0.7y =-1.3
a C
x-2y=-5 x+y=10 4x -5y =9

h Resuelva los siguientes problemas.

a) Un auto se traslada del punto A al punto B que dista 450 km y tarda 10 horas. Durante el
trayecto corre a 60 km por hora en carretera pavimentada y a 30 km por hora en carretera
de tierra. ¢ Cuanto tiempo recorre el auto en carretera pavimentada y cuanto tiempo en
carretera de tierra?

b) Raul y Esteban fueron a una papeleria a comprar un material que les encargaron para su
clase de geometria. Esteban compr6 4 hojas de papel milimetrado y 5 hojas de papel
china y pagd 80 lempiras, mientras que Raul pagd 39 lempiras por 3 hojas de papel
milimetrado y 2 hojas de papel china. ¢, Cual era el precio de cada tipo de hoja?

c) Al cine a ver una pelicula infantil fueron 22 personas entre adultos y nifios. Para los adultos

la entrada costé 40 lempiras y para los nifios 20 lempiras. ¢ Cuantos adultos y cuantos
nifos entraron, si entre todos pagaron 620 lempiras?

=
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¢ Cuantos confites tienen?

~

KUn maestro tiene 20 confites y los reparte todos entre dos

estudiantes, Gloria y Carlos. No deben sobrar confites. #

El maestro no tiene un orden para repartir los @

confites, lo que si hace es que cada vez que le da

>
confites a Gloria, le da 2 y dice “Si” y cada vez que le
daaCarlos, leda 1ytambién dice “Si”. SI /‘

Carlos Gloria

™ 200
“7s00 e "o

Ejemplo:
El maestro puede repartir todos los confites a Gloria (G) y a Carlos (C) en el siguiente orden.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

G—~»C—»>>C—>G6—>G6—>C—>6 »>G—>GC >G—>C—>G

Gloria | v, o o, T o o o, o

Carlos Dy ] Do B¢

El maestro dice “Si” cada vez. En este caso, el maestro dijo “Si” 12 veces en total para
repartirlos 20 confites, y le dio 16 confites a Gloria y 4 confites a Carlos.

*No hay necesidad de repartir los confites en un orden determinado entre Gloria y Carlos,
como asi:

G—»C—>G—>C—>G—..

Un mago solo escucha al maestro decir “Si” y cuenta las veces que lo dice sin mirar nada.
Cuando el maestro termina de repartir, el mago siempre sabe cuantos confites tienen
exactamente cada uno de los estudiantes.

1 vez
2 veces
3 veces

Gloria tiene 16 confites y

Carlos tiene 4 confites. : >
Si

/ IEl mago siempre contesta bien!
¢ Por qué?

\q@

La solucién esta en la pagina 162
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Paralelismo

@ Leccién 1: Paralelismo

@ Seccién 1: Rectas paralelas y transversales

Observe las siguientes figuras, si se prolongan los lados de los trapecios como rectas,
explique qué pasa con las rectas £y m y con las rectas r y s.

Y
/\
/

£ w
Las rectas £ y mv se cortan en un punto. Las rectas r y s no se cortan.
@ Dos rectas que no se cortan Dos rectas que se cortan en
son paralelas. un punto no son paralelas.
Ve N\ . / b
\ ) § / )

Para expresar el paralelismo se utiliza el simbolo ||. En las figuras
anteriores r || s, se lee “r es paralela a s” o viceversa.

[ [ Ejemplo XK

En los siguientes trapecios las rectas wy n, r, y s son las prolongaciones de sus lados.
Identifique cuales rectas son paralelas.

a) b)
/ \ W
n \
s r
Respuesta
a) mv es paralela a n (se escribe w||n) En caso de b) a veces se
b) s no es paralela a r escribe s {f 7

(e _
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Trazar rectas paralelas que pasan por un punto exterior a una recta.

Utilizando solo escuadras, trace una recta que pase por P
el punto P y que sea paralela a la recta £. Piense en
cuantas rectas paralelas pueden pasar por el punto P.

¢
Se explicaran dos procedimientos para trazar rectas paralelas con escuadras:
o P P w
(1] ¢ ) ¢
P P w
. .
(2] ¢ ) ¢
o O En 3% grado se aprendi6
Se concluye que solo puede trazarse una unica como trazar lineas paralelas
recta paralela a £ que pasa por el punto P. usando escuadras.
Por un punto cualquiera que no esta en una recta puede trazarse unay
s6lo una recta paralela a la recta dada
Si dos rectas son paralelas, se marcan
las rectas como se muestra en las figuras -
de la derecha, usando “>", “>>". —
A partir del procedimiento anterior para trazar rectas paralelas usando escuadras.
Se observa que en ambos casos una recta como r o s corta las dos rectas paralelas
formando angulos de la misma medida.
(1 (2
r La recta que corta dos o
s mas rectas se llama recta
w w transversal. En los casos
30° anteriores r y s son rectas
¢ Y transversales.
30°

s
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[/ Ejemplo X W

En la figura de la derecha:
a) Indique qué rectas son transversales a
las rectas mv y n.

b) Usando el simbolo de paralelismo (||),
indique qué rectas son paralelas.

Respuesta
a) Las rectas ¢ y p son transversales a las
rectas mv y n.

b) m|| n.

1.1 En la figura de la derecha:

a) Indique qué rectas son transversales a las
rectaspyg.

b) Usando el simbolo de paralelismo (||), indique
qué rectas son paralelas.

@ Seccién 2: Angulos formados por dos rectas y una transversal y relacién entre

angulos correspondientes

En la figura de la derecha, la recta » es transversal a
las rectas £y my; observe que se forman los
siguientes angulos que se nombran segun su
posicion como:

Angulos internos:
b Le Ley Lh

Angulos externos:
la /d /fy /g

n
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Relacién entre los angulos formados por dos rectas y una transversal, segun su
posicion.
Angulos correspondientes: Angulos alternos internos:
Zay Ze, £by £f, Zcy £g, 2dy £h £Zby £h, Zcy ze

Angulos alternos externos: 0 Los angulos que estan uno frente al
zay 2g zdy Zf otro se llaman angulos opuestos por
’ el vértice.
n
d £
a
w Zay Zc, £by zd, zey Zg, ZfYy 2Zh

[ [ Ejemplo XE:

En la siguiente figura, la recta » es transversal a las rectas £ y wy indique:

a) El angulo correspondiente con el 2h n
b) El angulo alterno interno con el «d
c) El angulo alterno externo con el zc¢
d) El angulo opuesto por el vértice con el £f

Respuesta
a) zf
b) za
c) «b
d) ze
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1.2 Observe la siguiente figura complete los incisos.

a) Angulos internos: : : ,
b) Angulos externos: : ; ;

c) Dos pares de angulos correspondientes: y , y
d) Dos pares de angulos alternos internos: y , y
e) Dos pares de angulos opuestos por el vértice:

y , y

Relacion de angulos correspondientes en rectas paralelas

En la figura de la derecha mza = 45° y mzb = 45°. /<l

Observe que los angulos son correspondientes y al £
compararse tienen la misma medida.

A continuacién, empleando los procedimientos para b

trazar rectas paralelas (ver @ y @ pagina 41) se "

concluye que ¢ || mv.

Como los angulos correspondientes tienen la misma medida, se concluye que ¢ || mu
En general se puede decir lo siguiente:

n A - n

Si la recta » corta a las /
rectas £y mv y los angulos ‘

¢
correspondientes tienen la /4( # /

misma medida, entonces w

el me JL 7/

Ahora observe la figura de la derecha donde ¢ || wy mida /<
C

con el transportador los angulos correspondientes c y d.
Compare sus medidas.

Se tiene que mzc = mzd = 60°.

En general, se puede decir lo siguiente: /

Si ¢ || my son cortadas /
por la recta n, entonces

" ¢
sus angulos / =) /4(
correspondientes tienen mw

la misma medida. \ /
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[ [ Ejemplo AF

Observe la figura de la derecha. /A750
Indique cuales de las rectas son .
paralelas, marcando las rectas 115°
con “>") “>>7, . 750
n
115°

A75°

v/ Solucion: "
Comparando los angulos correspondientes, se 115°
observa que larecta mv es paralelaanyres - 750
paralela a s, se marcan las rectas como en la n
figura de la derecha: 115°

S
1.3 Observe la figura de la derecha e indique . /
cuales de las rectas son paralelas, - 125
marcando las rectas con “>”", “>>". /
550 /

55°

q
t u

@ Seccién 3: Relacion de angulos alternos internos en rectas paralelas

[ [ Ejemplo AR n

En la figura de la derecha, dadas las rectas ¢ || m 12W
y el angulo de 120°: ’
a) Encuentre la medida de los angulos: a
al) La a2) /b al3) Lc c
b) Compare las medidas del zay el zc. b>/ mw
% Solucién:
al) mza + 120° = 180° ... El za y el angulo dado de 120° son
mza = 180° — 120° suplementarios.
= 60°
a2)m«b = 60° ... EI zb es correspondiente con el za en
rectas paralelas.
a3)mszc =mzsb ... El zc es opuesto por el vértice al «b.
= 60°

b)mza =mzc = 60°

=D
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1.4 En la siguiente figura dado el

Observe que en el (EETII1.5 ¢ || mv y el za con el ¢ son angulos alternos
internos, se concluye que m«za = m<c. En general, se puede decir lo siguiente:

/
L
7

n

/
/
7

Ahora piense en lo siguiente: Si se sabe que el zayel zc¢
son angulos alternos internos y mza = mZc, iqQué se
concluye de las rectas £y m?

Observe que «b es opuesto por el vértice al / ¢, por lo que,
msb=m<c.

Se sabe que m/a=m/c,porlotanto,m/b=m/a.

El Zay Z bson correspondientes y tienen la misma medida
entonces ¢ || mv.

Si ¢ || my son cortadas

por la recta n, entonces
los angulos alternos
internos tienen la misma
medida.

L

4%

En general, se puede decir lo siguiente:

Si la recta n corta a las
rectas {y mv y los
angulos alternos internos
tienen la misma medida,

entonces ¢ || mu

-

4%

A

/

/

De esta manera se concluye lo mismo para los angulos alternos externos como sigue:

q n n

Si ¢ || m y son cortadas / /§(

por la recta n, entonces ¢ t

los angulos alternos -

externos tienen la misma / " >$/ "

medida.

Si la recta n corta a las n n

rectas £y m y los S . / .

angulos alternos externos -

tienen la misma medida, . .

entonces ¢ || nu )3/ /

angulo de 50° y r || s. Encuentre la r

medida de los angulos a, b, cy d.
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[ Ejempio XX n

En la figura de la derecha dado el angulo de /
125°y sea ¢ || mu Encuentre la suma de las ¢
medidas de los angulos ay b (mza + mzb = 7?). 125° !
b
% Solucioén: 4 "
O msa=125° ... El za y el angulo dado de 125° son angulos
alternos internos en rectas paralelas.
® 125° + mzb = 180° ... El «by el angulo dado son suplementarios.
mzb = 180° — 125°
msb = 55°

©® msza+ msb=125° + 55°
= 180°
Observe que el zay el b estan al mismo lado de la recta n, son angulos internos y
las rectas £y mv son paralelas. Se concluye que m~za + m«b = 180°. Es decir, el zay
el «b son angulos suplementarios.

En general, se puede decir lo siguiente:

Si ¢ || m y son cortadas /n /n

por la recta n, entonces 14 - ¢
los angulos internos al / - [b/

mismo lado de la recta 7 m 7 mw

son suplementarios.

\ mza+ mzb = 180°

De igual manera, se dice que:

Si la recta n corta las n n
rectas £y mv y los angulos / /
internos al mismo lado de a ¢ - ¢
la recta n son b
a wv wv
suplementarios, entonces / /
|l m msa+mob=180°
[F2(24W 1.5 En la siguiente figura, dado el angulo de / y
75°, encuentre la medida del angulo x. x
75°

/ = )
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Propiedades de angulos formados por rectas paralelas y una transversal.

En las secciones anteriores se verifico las relaciones de igualdad entre los angulos
que se forman cuando dos rectas paralelas son cortadas por una transversal.

Las siguientes son propiedades que se establecen de los angulos en rectas paralelas:

Si dos rectas son paralelas y son cortadas por una transversal se cumple que:
a) Los angulos correspondientes tienen la misma medida.

b) Los angulos alternos internos tienen la misma medida.

c) Los angulos alternos externos tienen la misma medida.

d) Los angulos internos al mismo lado de la transversal son suplementarios.

n n

a) 1 , b) /
4773 15>
&

n
c) 1 d) /
2
0 Para contenidos
b

a posteriores, se hara
, mas referencia a
a los incisos a) y b)

wv wv

N 7
msza + mzb = 180°

@ Si dos rectas son cortadas por una transversal, éstas son paralelas cuando se
satisface una de las siguientes condiciones:
a) Los angulos correspondientes tienen la misma medida.
b) Los angulos alternos internos tienen la misma medida.
c) Los angulos alternos externos tienen la misma medida.
d) Los angulos internos al mismo lado de la transversal son suplementarios.

—_

[FE49[9[W 1.6 Haga relacionar los numerales con los incisos de las figuras.

1) Los angulos correspondientes tienen la misma medida.
2) Los angulos alternos internos tienen la misma medida.
3) Los angulos alternos externos tienen la misma medida.
4) Los angulos internos al mismo lado de la transversal son suplementarios.
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85°
t
115° 950

@ Seccién 4: Ejercicios sobre paralelismo

[/ Ejemplo XN/

En la figura de la derecha sea ¢ || mu Encuentre 30° ¢
la medida del angulo x.
X
% Solucidn:
40°
wv

1) Trazar una recta paralela a la recta m que pase
por el vértice del «x, nombrarla recta s (puede

ser cualquier nombre). Observe que mv|| sy £ || s.

2) Observar que se divide el ~x en dos angulos,
nombrar estos angulos con y y z.
Entonces msx =msy + mzz

3) mzy = 30° ... El 2y y el angulo dado de 30° son angulos
alternos internos en rectas paralelas.
m/z = 40° ... El £z y el angulo dado de 40° son angulos

alternos internos en rectas paralelas.

msix =msy + msz o
= 30° + 40° /gf( ¢
=70° /% S
wv

/
- _ o
Respuesta: m«x = 70 Si¢| my m || s, entonces ¢ || s.

D
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1.7 Enlas siguientes figura, si r || s, encuentre la medida de los angulos y y z.

a) b)

r r N

20°

50°

[/ Ejemplo XK

En la figura de la derecha dados s || » y los n m
angulos de 40° y 60°. Encuentre la medida 60°>\ /
del angulo x.

% Solucién:

msa = 40° ....El zay el angulo dado de 40° x
son angulos alternos internos 200 °
en rectas paralelas. / \ ,

m«b = 60° ....El b es correspondiente

con el angulo dado de 60°
en rectas paralelas.

De la misma manera que en el (EE00P1.7 ,

se sabe que:

msx =msa + msb
= 40° + 60°
= 100°

1.8 En las siguientes figuras, dados r || sy

a) los angulos de 50° y 70°, encuentre la medida del angulo x.
b) los angulos de 40° y 45°, encuentre la medida del angulo z.

4% n w n

a) 709\ / ) b) r

b
50°

N
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9 Seccién 5: Distancia entre rectas paralelas

Se aprendi6 que la distancia entre un punto y una
recta es la longitud del segmento que une el punto
con la recta y que es perpendicular a dicha recta.

Ahora piense sobre la distancia entre dos rectas Distancia entre el punto
paralelas. Pylarecta ¢

[/ Ejemplo XK

En la siguiente figura, las rectas £ y wv son paralelas. En la recta ¢ estan los puntos P,
Q y R. Compare las distancias entre cada punto y la recta mwv.

l? 9 B ¢ O La distancia entre un punto
y una recta es la longitud
del segmento que une el

punto con la recta y que es
mw perpendicular a dicha recta.

% Solucion:

Paso 1. Trazar cada perpendicular a la recta
que pase por los puntos P, Q y R.

P Q R
£ 0 Construccion de la perpendicular
Paso 1 Trazar el arco con centroen Py
Paso 1 que corte la recta mv en los
A m B puntos Ay B.
w Paso 2 Con el mismo radio trazar dos

arcos con centro en Ay B que se
corten en el punto S.

Paso 2 Paso 3 Trazar la recta PS.
S La recta PS es la perpendicular
Paso 3 a la recta mv que pasa por el
punto P.
Paso 2. Medir la longitud de los segmentos P Q R Y
que unen cada punto a la recta nu
2cmzx  2cmzx 2cmIE
[ | [ [ | w

La distancia entre el punto P y recta mv es 2 cm, igual que entre Q y ny lo mismo
que entre Ry mu

Respuesta: Las distancias son iguales

<
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Del (50 1.9 se puede concluir lo siguiente:

Si las rectas ¢ y w son paralelas y se
marca cualquier punto P en la recta ¢, la
distancia entre ese punto P y la recta wv,
es siempre igual. A esta distancia se le ¢
llama distancia entre dos rectas paralelas.

En la figura, PA L wm y por angulos
alternos internos en rectas paralelas, A
entonces el PAtambién es perpendicular

alarectaf. PA es la distancia entre las rectas f y mv.

[FEEFW 1.9 a) Indique la distancia entre los siguientes pares de rectas paralelas.

al)

H
2cm

4 cm 3cm 5cm

a2)

8 cm

10 cm

b) Encuentre la distancia en cm entre los siguientes pares de rectas paralelas.
Haga uso de la construccion de la perpendicular como en el (EETUY 1.9

" - \
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@ Seccién 6: Construccién de rectas paralelas

compas.

Anteriormente se trazaron rectas paralelas utilizando escuadras, ahora se construiran
rectas paralelas. Recuerde que construir figuras es dibujarlas utilizando solo regla 'y

(G 1.10

Dada la recta ¢ y un punto P que no esta en ella,
construyalarecta mv que pase por el

[ ]
punto Py es paralelaalarecta<.

Solucion:

Paso 1. Trazar la recta n que pase por el

n
punto Py corte a la recta ¢ en el
punto Q.

Paso 2. Trazar un arco de radio QP que
corte la recta ¢ en el punto R.

Paso 3. Con el mismo radio QP trazar dos

arcos, uno con centro en el punto P

y otro con centro en el punto R que
se corten en el punto S.

n
Paso 4. Trazar la recta que pase por los
puntos Py S.

La recta mv es la recta paralela a la
recta £, que pasa por el punto P.
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Explicacion de la construccién anterior

Observe que el cuadrilatero PQRS es un rombo porque 0
sus cuatro lados son iguales. Lo anterior es una

condicion suficiente para que este cuadrilatero sea un
paralelogramo.

Un paralelogramo
es un cuadrilatero

cuyos dos pares de
lados opuestos son

De esta manera, PS || QR y QP || RS. paralelos.
Por lo tanto, la recta mque pasa por PS es
paralela a la recta ¢ que pasa por QR. En la construccion anterior piense
como construir rectas paralelas
n usando la definicién de romboide.
\ n

\ \
A \

P | NI S / | ~
,\ wv >

[FE¢J[9[-W 1.10 Haciendo uso de las caracteristicas del rombo construya la recta s

que sea paralela a la recta r y pasa por el punto P.
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Ejercicios

n En la figura de la derecha wv || n, identifique el angulo:
a) Correspondiente con el za.
b) Alterno interno con el zb.
c) Alterno externo con el «d.
d) Opuesto por el vértice con ~c. a

P

e Indique cudles de los siguientes pares de rectas son paralelas.
a) / b)

AN ,
£
0 130°
7 7/ 126° s 15;\
w 30° q
75°7/ \

ﬂ En la siguiente figura, sip || g, y dado el angulo de 35°, encuentre la medida de los
angulosxy y.

35°

q

n En la siguiente figura, si m/|| n, encuentre la medida de los angulos internos dado
el angulo de 75°.

D
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ﬁ Indique por qué criterio de paralelismo los siguientes pares de rectas son paralelas.
r
a) Asoo b) C)
¢
%" 1200 y

60° 53° 530

% \<
/ p

ﬁ En las siguientes figuras si ¢ || m: Encuentre la medida del angulo x.

a) y b)
450 45°
X
65°
X
25° . 2%

ﬁ En las siguientes figuras:
a) Si r || s, indique la distancia entre las rectas r y s.

2cm
4 cm r

N

b) Encuentre la distancia entre las rectas paralelas my n (sugerencia: marque
el punto P en la recta w y trace la recta perpendicular a » que pase por P).

n

ﬂ Haciendo uso de las caracteristicas del rombo, construya la recta » que sea paralela
alarecta mv y pasa por el punto P.
[ ]
P
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Unidad 4

Congruencia de triangulos

Leccién 1: Suma de las medidas de los angulos de un triangulo
Leccion 2: Suma de las medidas de los angulos de un poligono

Leccion 3: Congruencia de triangulos

Leccidn 4: Triangulos is6sceles y rectangulo




=
Gy

0

\NVJ’ Congruencia de triéngulos

@ Leccion 1: Suma de las medidas de los dngulos de un triGngulo

@ Seccién 1: La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo

El triangulo cuyos vértices son los puntos A, B yCC se denota por AABC.

En 4to grado se mostré que la suma de las

medidas de los tres angulos internos de @
un triangulo es 180°. Ahora en 8vo grado, A/W\(\ 2 W
se mostrara haciendo uso de las rectasA a ba g a b

paralelas y los angulos alternos internos.

[ [ Ejemplo K

Empleando las rectas paralelas y los angulos alternos internos, verifique que la suma de
las medidas de los tres angulos internos de un triangulo es 180°.

% Solucion:

Paso 1: Se construye el AABC y se denotan sus angulos internos como za, £by Zc.

C
€ 0 Un angulo interno de un triangulo, es un
angulo formado por dos de sus lados y queda
AL a NB en el interior del triangulo.

Paso 2: Se traza una recta DE que pasa por C y es paralela al lado AB.
(forma los angulos x y y)

Para trazar rectas paralelas
Paso 1 Paso 2

= L=

E

Za Yy «x son angulos alternos internos entre rectas paralelas,
por lo tanto, za y «x tienen la misma medida, esto es, za = ~x.

Unidad 4 - Congruencia de triangulos



Paso 4: Se prolonga el lado AB por el vértice B, y el lado CB por ambos extremos.

«by 2y son angulos altemos internos entre rectas paralelas, por
lo tanto, by 2y tienen la misma medida, esto es, «b = «y.

Paso 5: Los angulos x, ¢ y y forman un angulo llano, es decir, la suma de sus medidas
esigual a 180°, m«x + mzc + mzy = 180°.

Por los pasos 3y 4, se sabe que Za = «zxy «b = 2y, sustituyendo en
mex + mec + mey = 180° se tiene que, mza + mzc + m«b = 180°.

@ La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°.

<
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[/ Ejemplo K

Encuentre la medida del /x empleando la propiedad de la suma de las medidas de
angulos internos de un triangulo.
% Solucién:
e msx + 35° + 50° = 180°
m<zx + 85°= 180°
msx = 180° - 85°
msx = 95°
Respuesta: 95°

35° 50°

1.1 Encuentre la medida del /x empleando la propiedad de la suma de
las medidas de angulos internos de un triangulo.

a b o}
/Z%\ )//j ) 4
70° X 300 /m

@ Seccién 2: : Medida de angulos externos de un triangulo

[/ Ejemplo R

En el (IZEZIP 1.1 se trazd una recta paralela al lado AB, ;qué pasaria si se traza
una recta BD que pase por B que sea paralela al lado AC y se sigue el mismo
razonamiento?

% Soluc(i)én:

D
Los angulos ACB y DBC tienen la misma
medida por ser angulos alternos intemos entre
rectas paralelas.
/A .
C D

El punto E esta sobre la recta que prolonga al
lado AB por el vértice B.

Los angulos CAB y DBE tienen la misma
medida por ser angulos correspondientes entre
rectas paralelas.

El ~CBE es un angulo externo del AABC.
De las figuras anteriores se deduce que
m«CBE =m«DBC + m«DBE

= m«ACB + m«CAB
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@ = Un angulo externo de un triangulo es un angulo formado por un
lado del triangulo y la extensidn de uno de sus lados contiguos.

= La medida de un angulo externo de un triangulo es igualala .
suma de las medidas de los dos angulos internos no contiguos. ~

= Cada angulo externo es suplemento del angulo interno que
comparte el mismo vértice.

O Alrededor de un vértice de un triangulo hay dos angulos

externos .
/Nrgjg externo
Angulom

[ [ Ejemplo ZF

Encuentre la medida del / x.

a) b)
83° 100°

270 53°

35°

=
% Solucion: % Solucion:

msx = 83° + 35° m«x = 100° + 53°
o o Los angulos de 100°
mszx = 118 mszx = 153 y 53° son los
angulos intemos no
contiguos al / x.
Respuesta: 118° Respuesta: 153°
c)

L Ofra forma de resolverlo, es encontrar el
suplemento del angulo externo y luego
aplicar la propiedad de la suma de las

140° medidas de angulos interos de un triangulo.
-

% Solucion: 140°
. . u 40°
mzx + 90° = 140
m2x = 180° - 90° - 40°

msZx = 1400 - 900 m4x=50°
m<sx = 50°

Respuesta: 50°

<
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1.2 Encuentre la medida del /x.
c)

a) b)
450
420 x
p 65° 15° 123° x /L/1 20°

@ Leccion 2: Suma de las medidas de los Gngulos de un poligono

@ Seccién 1: Definicién y elementos de un poligono

En 5to grado se aprendio la definicidn de poligono y sus elementos.

@ Una linea poligonal es una secuencia de Linea poligonal
segmentos consecutivos no colineales.

Un poligono es una figura formada por Poligono
una linea poligonal cerrada.

Vértice

En la figura de la derecha se presentan

los elementos de un poligono. Angulo

interno

Angulo
externo
__________ ~ T
N
A ~Y_ Angulo
AN gxterno

~
~
N
N
N

Segun el numero de lados los poligonos se nombran como aparece a continuacion:

Numero de lados Nombre :
Numero de lados Nombre
3 TrlangUIO 9 Eneagono
4 Cuadrilatero g gecagono
> 11 Endecagono
5 Pentagono 12 Dodecéagono
6 Hexégono 15 Pentadecagono
z 20 Icosagono
7 Heptagono
8 Octagono

Unidad 4 - Congruencia de triangulos



@ Se llaman lados adyacentes

a cualesquiera dos lados de
un poligono que tienen un

vertice en comun. Lado adyacente_" Lado adyacente
al lado AB A B al lado AB

[ [ Ejemplo FX|

Identifique en el pentagono ABCDE los siguientes elementos:

a) Lados b) Diagonales

c) Diagonales trazadas desde d) Lados adyacentes al lado AB
el vértice B

Respuesta:

a)Lados: AB, BC, CD, DE, EA
b) Diagonales: AC, AD, BD, BE, CE

c) Diagonales trazadas desde el
vértice B: BD y BE

d) Lados adyacentes al lado AB: BC y AE

[/ Ejemplo kX

En el pentagono dado, indique cuales son angulos externos del £ s,
Angulos externos del £ s
Caso 1 Caso 2
v

N S t

0 Se puede hacer lo mismo en cada uno de los vértices A, B, D y E.
Respuesta: s vy 2 ¢

2.1 En el siguiente hexagono, indique estos elementos:

a) Lados

b) Diagonales trazadas desde el
vértice B

c) Lados adyacentes al lado BC
d) Angulos externos en el vértice E A \ B
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@ Seccién 2: La suma de las medidas de los angulos de un poligono

[/ Ejemplo kX D c

Utilizando el siguiente cuadrilatero, responda:

a) ¢, Cuantas diagonales se pueden trazar desde un
vértice cualquiera?

b) ¢ Qué puede concluirse con respecto a la suma
de los angulos internos de ese cuadrilatero? B

Solucioén:
% DouC|on

a) Desde un vértice cualquiera,

se puede trazar una sola diagonal.
Igual sucederia en los

vértices C6 D

D @
b) El cuadrilatero se divide en c
2 triangulos, por lo que la suma
de sus angulos internos es: A
180° X 2 = 360°. i

B

(GBI 2.4

eu~

Utilizando el procedimiento del (AEEZIY 2.3 y analizando la siguiente tabla, responda:

Numero de Numero de Expresion numérical
Numero | Nombre del Poligono diagonales trazadas| triangulos | de la suma de las
de lados | poligono 9 desde un mismo que se medidas de los
vértice forman angulos internos
& Triangulo 0 1 180° X 1 = 180°
4 Cuadrilatero 1 2 180° x 2 = 360°
5 Pentagono 2 3 180° x 3 = 540°
n
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a) ¢, Como se relaciona el numero de lados del poligono y las diagonales trazadas
desde un mismo veértice?

b) ¢ Como se relaciona el numero de lados del poligono y la cantidad de triangulos en
que se divide?

c) ¢ Cual es la expresidn algebraica para encontrar la suma de las medidas de los
angulos internos de un poligono?

\/ Solucion:

a)[3]-3=0 0
4)-3-1

5/-3=2

Si n es el nimero de lados del poligono, entonces
Diagonales trazadas desde un mismo vértice = n - 3

nimero de lados | - 3 = Diagonales trazadas desde un mismo vértice

'

Numero de triangulos = n - 2

N NN
I

1
2 0 Si n es el nimero de lados del poligono, entonces
3

-28e

(nimero de lados | - 2 = Numero de triangulos que se forman con diagonales
trazadas desde un mismo vértice

C) Para encontrar la suma de las medidas de los angulos internos de cualquier
poligono, primero lo dividimos en tridngulos que se forman con diagonales
trazadas desde un mismo vértice y luego multiplicamos 180° por ese numero.

180° X numero de triangulos
= 180° x((nimero de lados |- 2)
= 180° X (n - 2)
= 180° (n - 2)

Un poligono con r lados se puede dividir en (z - 2) triangulos con (n — 3)
diagonales que pasan por un mismo vertice.

@ La suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de » lados es

o
180° (n - 2).

. D_')"da en N_umero de NuUmero de Expresion numérica
Numero Nombre del triangulos diagonales trianaulos que | 9€ 12 suma de las
de lados poligono usando las trazadas desde un se%orma?‘n _medidas de los

diagonales mismo vértice e L e
; 1 ~4goNno @ e 2 180° (1 - 2)

D
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2.2 Complete la siguiente tabla:

Numero de NG d Expresion numérica de
( Nombre del ., i jyumero de P ;
Nulm:ro de oliaono Poligono diagonales | yjsngulos que |la suma de las medidas
ados polig trazadas desde se forman |de los angulos internos
un mismo vértice
6 Q
7 O
8 Q

(GBI 25

Encuentre la medida del 2 x :

95°
105°

b)
Paso 1: Encontrar la suma de las medidas de los angulos internos del poligono

Suma de las medidas de los angulos Suma de las medidas de los

internos de un pentagono angulos internos de un cuadrilatero

Un pentagono tiene 5 lados, entonces Un cuadrilatero tiene 4 lados, entonces
180° (5 - 2) 180° (4 - 2)

= 180° (3) = 180° (2)

= 540° = 360°

Paso 2: Plantear la ecuacién para encontrar el valor de la m 2x

mzx + 100° + 120° + 110° + 80° = 540° mex + 90° + 105° + 95° = 360°
mzx + 410° = 540° mzx + 290° = 360°

Paso 3: Resolver la ecuacion

mzx = 540° - 410° mzx = 360° - 290°
mzx = 130° mzx = 70°
Respuesta: a) 130° b) 70°

(766~
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2.3 Encuentre la medida del /£ x:

b)
142° 98°

130°

[ [ Ejemplo FX:

En el siguiente triangulo ABC, considere solamente
un angulo externo por cada vértice del triangulo.

a) Si se suman las medidas de los angulos
internos y externos, ¢cual es el total?

b) Si se suman las medidas de los angulos
externos, ¢ cual es el total?

\/ Solucioén:
a) Las letras minusculas q, b, c representan los angulos internos y las letras
mayusculas 4,B,C representan los angulos externos.

Por ser angulos suplementarios, m2A4 + mza = 180° O La suma de las medidas
de los angulos internos y

msB + msb = 180° externos del triangulo,
mzC + mzc = 180° también puede expresarse
o como 180° x 3, donde 3

Total = 540 es el nimero de lados.

Respuesta: Suma de las medidas de angulos internos y externos = 540°

b) Por la propiedad de la suma de angulos internos de un triangulo, se sabe que
msza+ mszb + mzc = 180°

Suma de las medidas Suma de las medidas Suma de las medidas

de angulos internos — . ; — .
de angulos internos de angulos externos
y externos

540° - 180° = 360°
Respuesta: Suma de las medidas de angulos externos = 360°

Si n es el numero de lados del poligono, la suma de las medidas de los angulos
internos y externos considerando solamente un angulo exterior por cada vértice

del triangulo es, 180° X n.
La suma de las medidas de los angulos externos para cualquier poligono de n

lados es:
180°%n - 180° (n - 2)
= 180°7 - 180° n + 360°
= 360°

@ La suma de las medidas de los angulos externos de un poligono es 360°.

<
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[/ Ejemplo kX

Encuentre la medida del / x:

a) 600

o Primero se calculara el
suplemento del «x,
utilizando la formula para la
suma de las medidas de
los angulos intemos de un
poligono y luego se
calculara la m 2x.

P

% Solucion

a) mzx + 60° + 90° + 100° = 360°
m<sx + 250° = 360°

msx = 360° - 250°
mzx = 110°

Respuesta: 110°

b) La suma de las medidas de los angulos internos de un pentagono es igual a 540°, por
lo que, sea y el angulo suplementario del «x,
mzy + 114° + 113° + 107° + 76° = 540°

mzey + 410° = 540°
mzy = 540° - 410°

mzy = 130°
Asi, lamsx =180° -130° = 50°
Respuesta: 50°
2.4 Encuentre la medida del angulo x:
a) b)
60°
718
x x 129°

/1/1200
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@ Leccion 3: Congruencia de trigangulos

@ Seccion 1: Congruencia

[/ Ejemplo KX

Encuentre los triangulos que se sobreponen exactamente al triangulo (1) .

% Solucion:

¢ Qué pasaria si volteo el triangulo (1) ?, ; qué pasaria si lo giro ?

) N\ N\DLZL A
1 1 0w @)
/
\ / 7
) ) (; ) |
\ W
AP0\

V.

Si se voltea, el triangulo (1) se sobrepone exactamente al triangulo 4) .
Si se gira adecuadamente, el triangulo (1), se sobrepone exactamente al tridngulo (8).

=D
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Si se puede convertir una forma en otra usando giros, volteos y deslizamientos, las
dos formas son congruentes.

Dos figuras planas son congruentes cuando se sobreponen exactamente después
de mover y/o dar vuelta a una de las dos.

“Congruente” se representa con el simbolo =.

Después de estas
transformaciones (girar,

° 2 <
/\ ! e voltear, deslizar) la forma
L 1 /j sigue teniendo el mismo
&\ .
s b e

Rotacion Reflexion Traslacion O

tamafo, angulos y
longitudes de lados.

jGira! iVoltea! iDesliza!

(S9N 3.1 Utilizando los triangulos del (AEE0IP 3.1, encuentre los triangulos que
son congruentes al triangulo (3

Cuando dos figuras son congruentes, se dice que los vértices, lados, angulos
de una de las figuras corresponden respectivamente a los vértices, lados y
angulos de la otra figura.

Los segmentos correspondientes de dos figuras congruentes tienen la misma
medida, igual que sus angulos correspondientes.

Colocando los vértices A, B y C al triangulo (1) y los vértices D, E y F al triangulo (4),
se tienen 3 correspondencias:

AB significa segmento AB. Un
lado es un tipo de segmento.
Los vértices A, By C del A ABC En este libro se utiliza la misma

se corresponden respectivamente con expresion AB para decir lado
los vertices D, F y E del A DFE.

B
Se escribe A ABC = ADFE.
Los lados correspondientes son congruentes:
AB=DF, BC=FE y CA=ED > 0
Los angulos correspondientes son congruentes: AP
«A= /D, «B=«F y«C=/E

C E

El siguiente diagrama muestra las partes que se corresponden J—FIEI
(vértices, angulos y lados). AABC = A E

DF

M Eiompio k¥ .

Dado que AABC = ADEF, completa las congruencias para las siguientes partes
correspondientes:

A E
i — i /\O\
F
CB=[ | | 5 .
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\/ Solucion:

Puede observarse que el #A es correspondiente con el ~#D y el lado CB es
correspondiente con el lado FE.

A Respuesta: Z/A =

CB =[FE
c :

3.2 Dado que AABC = AFDE, completa las congruencias para las
siguientes partes correspondientes:

E
C

[ F
%EE A B

@ Seccién 2: Criterios de congruencia de triangulos

[/ Ejemplo k¥

En su cuaderno, construya los triangulos que O Recuerde que:
cumplen las siguientes condiciones: AB designa al segmento AB.

a)AB=5cm, BC=4cm, AC=2cm e
b)AB=6cm, msA=30°, AC=4cm
C)AB=6cm, msA=30°, msB=50°

% Solucion

a) 1. Trazar el segmento AB como base.
2. Trazar arcos de 2 cm y 4 cm con centros en Ay B.
3. En la interseccion de los arcos, se ubicara el punto C.
4. Trazar el AABC.

/
T
/ 4cm
1. 2. 2cm !
5cm

A

/
R c
3. /Ii\’\ — 4 cm 4 - — 4 cm
27m TR \ Z?m
A B A B
5cm 5cm

Compare el triangulo que acaba de construir, con los triangulos construidos

por sus comparneros. a
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b) 1. Trazar el segmento AB como base.
2. Trazar un angulo de 30° con vértice en A.

3. Sobre la linea trazada en el paso 2, se mediran los 4 cm para ubicar el punto C.
4. Trazar el segmento CB.

A\ 6<:m—/B

-

c.-~ c.-~
— _ — g
4cm 4cm
. /// . /300
A B A B
T 6cm _— T~ 6cm ——

Compare el triangulo que acaba de construir, con los triangulos construidos
por sus companieros.

C) 1. Trazar el segmento AB como base.

2. Trazar los angulos de 30° y 50° con vértices en Ay B.
3. En la interseccion de los rayos se ubicara el punto C.

wp
|
RN 1
an
1 2. Wkt
. R
wg \\\\\\\\\\\\\m\
W
W

1
0,0 My,
o /’///,
2

0

8
vtm»‘uumu/”,,/,/, /70
iy,
i,

A 30° 50°

\ GCm/

B

Compare el triangulo que acaba de construir, con los triangulos construidos
por sus companeros.
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@ Criterios de congruencia de triangulos

Dos triangulos son congruentes si se satisface uno de los siguientes criterios:
[l Los tres lados son respectlvamente congruentes. (LLL)

‘|
~

AB =A'B
//\\ //\,\ BC=BT
" t CA=CA
P Dos lados y el angulo comprendido entre ellos son respectivamente
congruentes. (LAL) . _
AB = A'B’

) |
~

[12
“ >
> 0

E Un lado y los dos angulos adyacentes a él son respectivamente
congruentes. (ALA

/A= 2 A
/B= B’

“Respectivamente” es jmuy importante!

[ [ Ejemplo E¥]

Identifica el criterio de congruencia de triangulos (LLL, LAL, ALA) utilizado para indicar

que los siguientes triangulos son congruentes.
D

a) F \4cm
\ 5cm
3C 60m z GCm
60° \
A\ch 5cm
\4cm

F
E ~—_ 6 cm /
Solucion:

a) Dado queATJ = ﬁE, /A= /F, AB = FD , se concluye que AABC = AFDE por

criteriolLAL.

b) Dado que AB = DF, AC = DE, CB = EF, se concluye que AABC = ADFE por
criterio LLL.

c) Dado que AB = DE, /A= «D, #«B = <E, se concluye que AABC = ADEF por
criterio ALA.

D
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3.3 lIdentifica el criterio de congruencia de triangulos (LLL, LAL, ALA)
utilizado para indicar que los siguientes triangulos son congruentes.

a) /C b) C c)
E
7 cm \ 5 cm/ 6 cm 4 cm
4.5cm
A 30° 60°
Mg |\ f7em
Sem—— p F 6 cm
4.5 cm\ / c _— 305> £
' 600 '
D /4 cm
F D

[ | Ejemplo E¥]

Construya el triangulo ABC segun las medidas siguientes:
AB=6cm, mz4=30°, BC=4cm

Cc
o ﬁ cm
30° Z
A 6 cm

Cc

4 cm

A <130° B
¥60m/

En esta construccidn se puede observar que hay dos triangulos que cumplen las
condiciones dadas, pero no son congruentes.

De este ejemplo se sabe que cuando estan dadas las medidas de dos lados y un angulo no
comprendido entre ellos, hay casos en que se pueden producir 2 triangulos no congruentes:
un triangulo obtusangulo y un triangulo acutangulo.

El caso Lado-Lado-Angulo no comprendido se acostumbra llamarlo el caso ambiguo y por
lo general, no puede tomarse como un criterio de congruencia de tridngulos.

3.4 Dibuja los AABC que cumplen con las siguientes medidas:
AB=7cm, mzA=40° BC =5cm

De aqui en adelante se focalizara en criterios de congruencia de triangulos, por lo que, para
referirnos a ellos, se escribira Unicamente criterios de congruencia.

(7>
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2 Seccién 3: Demostraciones Geomeétricas

La demostracion de la validez de una proposicidon a través del razonamiento se
fundamenta en otras proposiciones ya demostradas.

El método de demostracion a utilizar en este libro es el razonamiento directo o deductivo.

Por demostracion directa se entiende el encadenamiento ldgico de las proposiciones, de
manera que, de la(s) hipotesis es posible llegar a la conclusién. La demostraciéon en
geometria generalmente consta de:

a) La FIGURA ilustra la proposicion que desea demostrar y esta constituida por trazos
fundamentales y trazos auxiliares, estos ultimos se indican con lineas no continuas. La
claridad de la figura ayuda a la demostracion, pero de ninguna manera constituye la
demostracion.

b) La HIPOTESIS es el supuesto que se acepta como cierto y que sirve de base para el
razonamiento.

c) El RAZONAMIENTO es el conjunto de afirmaciones vy justificaciones que en orden
l6gico relacionan la hipdtesis con la conclusion y permite la deduccion de ésta a partir
de la hipétesis.

d)La CONCLUSION es la proposicién deducida mediante el razonamiento.

Independientemente del grado de dificultad que tenga la demostracion de una proposicion
siempre llevara el camino "hip6tesis - conclusiéon”. Es también muy conveniente prefijar un
"Plan de desarrollo de la demostracidén” con el objeto de tener claro el camino que a nuestro
juicio es el mas conveniente para ligar lo que suponemos cierto (la hipétesis) con lo que
deseamos demostrar (la conclusion).

Un tipo de proposicion importante para el razonamiento deductivo tiene la forma:

Si ( ) entonces ( )
Hipotesis Conclusion

[/ Ejemplo kX

Auxiliandose de la figura y dada la siguiente proposicion, formulense la hipétesis y la
conclusion.

Si el segmento AB y el segmento CD se bisecan en el punto E, demuestre que los
segmentos AC y BD son congruentes.

\/ Solucion:
L == , ——— D
Si (AB y CD se bisecan en E) entonces [AC y BD son congruentes]
Hipotesis Conclusion
“at t
E B
C
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Que AB y?D se bisequen en E, significa que el punto E es el punto medio de ABy
también el punto medio de CD,

Por lo anterior, la hipétesis y la conclusion pueden reescribirse de esta forma:

Hipotesis: AB y CD se bisecan en E, EA = EB, EC =~ ED.

Conclusion: E =~ ﬁ)

(SN 3.5 Auxiliandose de la figura y dadas las siguientes proposiciones,
formulense la hipétesis y la conclusién.

Si los tres lados de un triangulo son respectivamente congruentes con los tres
lados de otro triangulo, entonces los dos triangulos son congruentes.

Hipoétesis:

Conclusion:

w=
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[/ Ejemplo kN,

En las figuras siguientes, el lado AB es congruente con el lado ED y los angulos Ay B
son también congruentes con los angulos E y D respectivamente, demuestre la
congruencia de los triangulos ABC y EDF.

C F

A ' B D ' E
Solucién:
Resulta atil organizar el pensamiento al formular la

Hipétesis: AB = ED i rmul
demostracién en dos columnas. La columna izquierda

ig z iIIZE) se usa para las proposiciones que llevan a la conclusién
- deseada. La columna de la derecha da las
Conclusién: AABC = justificaciones o razones por las cuales las
) - proposiciones son verdaderas.
Afirmaciones Justificaciones
1)AB = ED Por hipbtesis 0 Al justificar “por hipétesis”,
2) ZA = Por hipétesis es la informacioén dada.
3)(«B)= «D Por hipotesis
4) AABC = AEDF Por 1), 2), 3) y criterio de congruencialALA

3.6 Enlas figuras dadas, los lados AB, AC y CB son congruentes con los
lados DE, DF y FE respectivamente, demuestre la congruencia de los

triangulos ABC y DEF.

C F
Hipétesis: AB = DE
AC = DF
CB = FE
Conclusion:AABC = ADEF A t B D t E

Afirmaciones Justificaciones

1)A_B = Por hipétesis
2)AC = DF ( )
3) |=FE Por hipétesis
4) AABC = ADFE Por 1), 2), 3) y criterio de congruencia [ |

[/ Ejemplo KX

En el siguiente triangulo ABC, el segmento AD es la mediatriz del BC, demuestre que
el segmento AB es congruente con el segmento AC.

A
Hipétesis: BD = CD
AD 1 BC
Conclusién: AB = AC

/Ll ﬁ
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% Solucién:
El plan de desarrollo de la demostracion es

[Observar la relacién entre AABD y AACD}

\d

[ BD=CD AD L?C} ......... Utilizar la informacién dada (Hipotesis)

' ' Aplicar definiciones, propiedades |
— oe o o . !
1 Utilizar criterios de congruencia

| AABD = AACD |

I
I
’ 4—‘r Utilizar lados correspondientes

AB=AC | .. Llegar a la conclusion

Entre[AABD y AACD] se observa que 2 lados y el angulo comprendido entre ellos
son respectivamente congruentes. Al demostrar que [AABD = AACIj , Se puede
utilizar sus lados correspondientes para llegar a la conclusion.

A A A
P [ (1
B ' b c B ' D D ' C
Entre(AABD y AACD,
O AD = AD puede
Afirmaciones Justificaciones usarse para obtener
1) BD ~ CD Por un segundo par de
2) AD | BC Por[hipTesis] lados congruentes.
3) ~ADB = ~ADC Por(2) y ser ambos angulos rectos |
4) | AD =~ AD Por(congruencia del mismo segmento |

5) (AABD = AACD]  Por 1), 3), 4) y criterio de congruencia

6) AB = AC Por 5) y serilados| correspondientes

de triangulos congruentes.
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[/ Ejemplo KX

En la siguiente figura, los segmentos AB y AC son congruentes y el segmento AD
biseca al angulo BAC, demuestre que los segmentos BD y CD son congruentes.

% Solucion: A

Hipotesis: AB = AC
«BAD = ~CAD

Conclusion: BD = CD

0 Recuerde que el camino
para llegar a la conclusién

es primero observar la
relacion entre AABD vy

B D C

AACD.
Entre (AABD y AACD |
Afirmaciones Justificaciones A A
1) AB = AC Por hipétesis
2)[«BAD = Por hipotesis
4 Por[congruencia del mismo segmento ]
3) ~ Por 1), 2), 3) y criterio de congruencia
Por 4) y ser(lados|correspondientes
de triangulos congruentes 5 D ¢© D

3.7 Enla siguiente figura, el segmento AB y el segmento CD se bisecan en
el punto E, demuestre que los segmentos AC y BD son congruentes.

EB;Stesis: AB y CD se bisecan en E. (EA = EB, EC = D

Conclusion: AC = BD A | /\I/\B i

C
A | B |
WE \/I\/E
Entre [A y A ) X X
Afirmaciones Justificaciones
1) /= EB Por hipétesis
2)EC = ED ( )
3) zAEC = ~«BED Por ser angulos )
aH ) Por1),2),3)y criterio de congruencia [ |
5)AC = BD Por4)yser(  Jcorrespondientes
de triangulos congruentes @
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(GETY 3.10

D
En la siguiente figura, si el segmento
AC es bisectriz de los angulos DAB y
BCD, demuestre que los lados DC y A c
BC son congruentes.
% Solucion: B

Paso 1: Identificar la hipotesis y la conclusion

Que el segmento AC sea bisectriz del ~DAB significa que el AC divide al ~DAB
en dos angulos congruentes.
En la figura se pueden observar que «.DAC = ~BAC.

Para el «BCD significa lo mismo, es decir, el AC divide al zBCD en dos angulos
congruentes, esto es, .DCA = #BCA.

Luego, hipétesis y la conclusién son:

Hipétesis: «DAC = «BAC
«DCA = «BCA

Conclusiéon: DC =B

Paso 2: Completar el esquema de demostracion
El camino para llegar a la conclusion es primero observar la relacion
entre[/AADC y AABC|

Entre(/AADC y AABC,

Afirmaciones Justificaciones
1) £DAC =(«BAC Por hipotesis
2)AC = AC Por|congruencia del mismo segmento |

=~ AABC Por 1), 2), 3) y criterio de congruencialALA

DC =BC Por 4) y serilados| correspondientes
de triangulos congruentes

)
3) «.DCA = «BCA Porlhipotesis
4)
5)
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(W 3. i el cuadrilatero iene dos pares de lados congruentes,AB =~ AD
EEEETEY 3.8 Siel cuadrilatero ABCD tiene d de lad t
y BC = DC,entonces los angulos B y D también son congruentes.

a) ldentifique la hipotesis y la conclusion A
b) Complete el esquema de demostraciéon
B D
Hipoétesis:
Conclusioén: [ j M
Entre [A y A )
Afirmaciones Justificaciones
1) J=AD Por hipétesis
2)BC =DC [ )
3)( = AC Por congruencia del mismo segmento
4) AABC = AADC Por 1), 2), 3) y criterio de congruencial )
5 )= «D Por4)yser[  ]correspondientes

de triangulos congruentes
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9 Leccién 4: Triangulos is6sceles y rectangulo
9 Seccién 1: Triangulos is6sceles

En 3er grado se identificaron varios tipos de triangulos y se clasificaron de acuerdo a la
medida de sus lados y también de acuerdo a la medida de sus angulos. En esta leccién
se haran demostraciones de las caracteristicas de los triangulos isdsceles aplicando lo
gue se ha aprendido en lecciones anteriores.

Observa los siguientes triangulos:

Los triangulos presentados tienen diferente tamafio pero todos coinciden en que cada
uno tiene dos lados de igual medida (congruentes).

Un triangulo que tenga un par de lados congruentes, es un
triangulo isésceles.

base
[/ Ejemplo 2%

Sea el AABC isosceles, donde AB = AC, demuestre que los dos angulos opuestos,
estos son, By «C, son congruentes entre si.

Hipétesis Conclusién

AA

% Solucioén:
Los dibujos nos muestran el proceso que se seguira para hacer la demostracion.

A A A A A
s/ N /T\ I /T\ I
B Cc B D Cc B D C B D Cc B Cc
AABD = AACD

Se parte de que AB = AC por ser un triangulo isdsceles, luego se trazara AD que es
@ la bisectriz del angulo BAC, hasta llegar a la conclusion «B = «C.
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La construccion del AD como bisectriz del «BAC, se incluira en la hipétesis de la
demostracion, por lo que el esquema de demostracion es el siguiente:

—  — A
Hipotesis: QABC es isosceles, AB = AC 0 Para llegar a la conclusion
AD es bisectriz del «.BAC lo primero es observar la
relacién entre AABD y
AACD.
Conclusién: B = ~C B™—pH C
Entre AABD y AACD, A
Afirmaciones Justificaciones
1)AB = AC Por hipotesis
2) /BAD = /CAD Por hipotesis
3)AD = AD Por congruencia del mismo segmento B=——H C
4) AABD = AACD Por 1), 2), 3) y criterio de congruencia LAL
5 /B= /C Por 4) y ser angulos correspondientes de triangulos
congruentes
La demostracion anterior puede enunciarse como la siguiente propiedad de triangulos
isOsceles:
@ Propiedad [[J] de triangulos isésceles: A A

Si dos lados de un triangulo son congruentes .

entonces los angulos opuestos a estos son

congruentes. B C B C

o /By / Ctambién se les llama angulos basales
(GEITY 4.2

Dado que el AABC es isésceles donde AB = A_C, encuentre la medida de

los angulos x y y

\/ Solucién: SYARA/AYS
Aplicando la propiedad [fll de los triangulos isosceles tenemos que:
mzx = 70°1

Luego, la suma de las medidas de los angulos internos de un
triangulo es 180°, entonces:

msx + mzsy + 70° = 180° 2

Sustituyendo 1 en 2 :
70° + mzy + 70° = 180°
msy + 140° = 180°
mzy = 180° - 140°
msy = 40° Respuesta: m«x = 70°, mzy = 40°

Libro del Estudiante - Matematicas 8° grado



4.1 Dado que los siguientes triangulos ABC son isosceles, donde AB = AC,

encuentre la medida de los angulos x y y.
C

a) A b) A C)
/\ /\ x
140°
Y
5 /N A\ c B /\ AN c A B

Observando la congruencia de los triangulos ABD y ACD (paso 4 del
(EE9Y4.4 ), ademas de concluir que «B = ~C, se puede llegar a
estas dos conclusiones:
1) BD = CD, por lo tanto, el punto D es el punto medio del BC.
2)/ADB = «ADC y por ser suplementarios, entonces

mzADB = mzADC = 90°. D
Por 1) y 2), AD es mediatriz del BC.

De lo anterior, se deduce la siguiente propiedad:

@ Propiedad[] de triangulos isésceles
La bisectriz de un angulo comprendido entre dos A
lados congruentes es también la mediatriz del lado I
opuesto.
B C B

Se sabe que el segmento que une un vértice con el
punto medio del lado opuesto se llama mediana.

[ | Ejemplo L%

Los triangulos ABC son isosceles, donde AB = AC y AD es la bisectriz del ~BAC.

Encuentre para la figura [a] : medida del segmento DC
Encuentre para la figura [b] : medida del angulo ADC

A _ A
Figura [a] Figura [b]
B C B : C
D
L 6 cm D
Aplicando la propiedad|F], se tiene que:
§/ Solucion
Figura [a] DC = BC =3 cm Figura [b] m~ADC = 90°

En un triangulo isésceles la bisectriz, mediatriz, altura y mediana relativas a la
base se encuentran en la misma recta.
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4.2 | os triangulos ABC son isosceles, donde AB = AC y AD es la
bisectriz del «BAC. o
Encuentre para la figura [a] : medida del DC
Encuentre para la figura [b] : medida del ~/ADC

Figura [a] A Figura [b] A
B C B c
AP D

En el caso de las propiedades El y[FA, primero se hizo la demostracién y luego se
enunciaron. Para la propiedad [El, primero se enunciara y luego se hara la demostracion.

Si dos angulos de un triangulo son congruentes,
entonces ese triangulo es isésceles.

@ Propiedad [£] de triangulos isdsceles A A
ﬁ
B C B C

[/ Ejemplo Z¥!

Sea el AABC, demuestre que si «B = ~C, entonces AB = AC, es decir, AABC es
isosceles.
\/ Solucioén: L

Para demostrar esta propiedad del triangulo isdsceles, se trazara AD como

bisectriz del «.BAC y se incluira en la hipdtesis de la demostracion, por lo que
el esquema de demostracion es el siguiente:

Hipotesis: «B = ~C A
AD es bisectriz del «.BAC («BAD = «CAD)
Conclusion: AB = AC (A ABC es isosceles) B 1 c
Entre AABD y AACD,
Afirmaciones Justificaciones
1) «.BAD = ~CAD Por hipétesis
2) «.B= «C Por hipétesis

3) m«ADB = 180° - (mn«BAD + m«B) Por 1), 2) y por la propiedad de la suma de las
medidas de angulos internos de un triangulo

4) m«ADC = 180° - (m«CAD + m«C) Por 1), 2) y por la propiedad de la suma de las
medidas de angulos internos de un triangulo

5) m«ADB = m2«ADC Por 1), 2),3)y4)

6) AD = AD Por congruencia del mismo segmento

7) AABD = AACD Por 1), 5), 6) y criterio de congruencia ALA

8)AB = AC Por 7) y ser lados correspondientes de
triangulos congruentes
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[/ Ejemplo XX

Encuentre la medida del lado AC. Observe que los angulos de la base son
congruentes.

% Solucion:

Aplicando la propiedad [E] “Si dos angulos de un triangulo son congruentes
entonces los lados opuestos a éstos son congruentes”.

x=25
Respuesta: AC = 5cm

4.3 Encuentre la medida del lado AC. Observe que los angulos de la
base son congruentes.

9 Seccién 2: Triangulo equilatero

Aplicando el conocimiento sobre las propiedades de congruencia de triangulos isésceles
ahora se va a demostrar que en un tridngulo equilatero los tres angulos son congruentes
y cada uno mide 60°.

[/ Ejemplo ZX:

Si el AABC es equilatero, analice y responda:

a) ¢, Cual es la relacion entre las medidas del «By ~«C?
b) ¢ Cual es la relacién entre las medidas del /Ay /B?
c) ¢ Cuales son las medidas de los tres angulos?

% Solucioén:
a) Si el AABC es equilatero, entonces AB = AC. Por tanto, AABC también
es isosceles.
Aplicando la propiedad [Ell de triangulos isésceles, se tiene que /B = /C.

A A

6™ - B C B C
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b) Como CA = CB, aplicando la propiedad[fll de triangulos isésceles, se tiene que
<A=,B

c) Pora)yb), «.B = «Cy A = «B, portanto, /A= «.B = «C €

Por la propiedad de la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo,
se tiene que:
msA+msB +mzC =180° d

Sustituyendo, ©¢ en d
msZA + mzZA + mzA = 180°

mzA = 60°
Por tanto, mz<A = m«B = m«C = 60°

Un triangulo equilatero tiene sus tres lados y sus tres angulos
congruentes.

[/ Ejemplo ZW¢

Si el AABC es equilatero y CO es O . g »
Propiedad de triangulos is6sceles
bisectriz del ~ACB encuentre: 2 El 2

C >
a) m2CAO
b) m-OCA
c) m«BOC
A o B

\% Solucién:
a) m«CAO = 60° por ser triangulo equilatero
b) m~OCA = 30° por ser CO bisectriz del ~ACB

c) Siel AABC es equilatero, entonces se puede pensar como en el caso del
triangulo isosceles, de tal manera que CA = CB y al ser CO bisectriz del ~ACB,

es también mediatriz del AB, esto es, CO L AB, por tanto m«BOC = 90°
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4.4 sjel AABC es equilatero y AO es bisectriz del ~.BAC, encuentre:

a) m/ACB A
b) m~CAO
c) m2BOA
B o C

2 Seccién 3: Criterios de congruencia de triangulos rectangulos

R?Fordando , ‘. . Hipotenusa

Triangulo rectangulo es un triangulo que tiene un | Cateto
angulo recto. PN
La hipotenusa es el lado opuesto al angulo recto y P

es el de mayor longitud. .
Los catetos son los otros dos lados que forman el Cateto
angulo recto.

[/ Ejemplo ZX: A b
// //

Auxiliandose de la figura de la derecha,
demuestre que los triangulos ABC y DEF
son congruentes / /

/) [ ] A [ ]

o B cC E F
% Solucioén:

Entre AABC y ADEF,

Afirmaciones Justificaciones
1)AB = DE Por hipétesis
2) «zB= /E Por hipoétesis
3) «.C = «F Por hipotesis

4) Por la propiedad de la suma de las medidas de los angulos internos de
AABC y ADEF, se tiene que:

msA+ msB + mzC = 180° m«sD + m<E + m«F = 180°
m«A + 50° + 90° = 180° m«D + 50° + 90° = 180°
msA + 140° = 180° m«D + 140° = 180°
msA = 180° - 140° m«D = 180° - 140°
m<zA = 40° m«D = 40°
5)mzA =m«D = 40° Por 4)
6) AABC = ADEF Por 1), 2), 5) y criterio de congruencia ALA

Del (GETIM4.8 se muestra que dos triangulos rectangulos son congruentes si la
hipotenusa y un angulo agudo son congruentes respectivamente.
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4.5 ;Qué criterio de congruencia indica que los siguientes triangulos
rectangulos son congruentes?

L]
a) LLL / SN
LAL 6 cm 6 cm
c) ALA L]

[/ Ejemplo X X:] A D

Auxiliandose de la figura de la derecha, / )
demuestre que los triangulos ABC y DEF 8cm 6om  8Cm 6om

son congruentes. / J / J
B

F
% Solucion:

Al voltear el ADEF, se observa que / \
AC = DF. Ademas, como

m2BCA + m<EFD = 90° + 90° = 180°, 6°m Gcm
entonces cuando se unen el AABC y el

ADEF por los lados AC y DF, los puntos g

B, C(F) y E son colineales. Por lo tanto, \ /
el AABE que se forma es isOsceles. A(D)

B C(F) E
El esquema de demostracién es el siguiente:
Entre AABC y ADEF,
Afimacio&es Justificaciones
1)AB = DE Por hipotesis
2) «.B = «E Por construccion de triangulos isésceles ABE
3) «.C = «/F Por hipotesis (son angulos rectos)
4) meA + meB + meC = 180° Por la propiedad de la suma de las medidas de los
meD+ meE + msF = 180° angulos internos de AABC y ADEF
5)mzA = meD Por 2), 3) y 4)
6) AABC = ADEF Por 1), 2), 5) y criterio de congruencia ALA

De este (Y49  se muestra que dos tridngulos rectangulos son congruentes si
la hipotenusa y un cateto son congruentes respectivamente. i
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Criterios de congruencia de triangulos rectangulos
Dos triangulos rectangulos son congruentes si se satisface

uno de los siguientes criterios:

[1] La hipotenusa y un angulo agudo son respectivamente
congruentes (hipotenusa - angulo).

["] La hipotenusa y un cateto son respectivamente
congruentes (hipotenusa - cateto).

[/ Ejemplo ZK[I

¢, Cual de los siguientes criterios es utilizado para indicar que el siguiente par de
triangulos rectangulos es congruente?

[l Hipotenusa - angulo

"] Hipotenusa - cateto

3cm
6 cm / /
3cm 6 cm
/

% Solucién:
El criterio [7] : “La hipotenusa y un cateto son respectivamente congruentes”.

4.6 ;Cual de los siguientes criterios es utilizado para indicar que el
siguiente par de triangulos rectangulos es congruente?

[l Hipotenusa - angulo
[ Hipotenusa - cateto

7N

5cm

540 \

@
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4.7 Dado el AABC isdsceles, donde AB = AC. Sean los puntos E y D en

AB y AC respectivamente, se cumple que AB L CEy AC L BD.
Demuestre que la pareja de triangulos rectangulos BCE y CBD son
congruentes.

g~

\/ Solucion:

Hipoétesis: AABC es isbsceles AB = AC
AB 1 CE
AC 1L BD
Conclusién: ABCE = ACBD
Entre ABCE y ACBD,

Afirmaciones Justificaciones \
1)AB = AC ‘l f‘
2)\::‘;\ ~ /DCB Por 1) y propiedad de triangulo isésceles al AABC
3)BC = | Por congruencia del mismo segmento
4)m/BEC = | =90°  Por hipotesis | |
5) ABCE = ACBD Por. ,|  y criterio de congruencial |

de triangulos rectangulos

4.8 El AABC es isosceles, las bisectrices de los
angulos opuestos a los lados congruentes AB y AC

se cortan en un punto D. Demuestre que DB = DC.

\/ Solucion: B A‘§

Hipotesis: AB = AC
BD y CD son bisectrices de ~ABC y / ACB respectivamente

Conclusién: DB = DC

C

Afirmaciones Justificaciones

1) zABC = | Por hipotesis y propiedad de triangulo is6sceles al AABC
2)| |= 5 mzABC Por hipotesis (BD es bisectriz del / ABC)

3) m«DCB =| ) Por hipotesis (CD es bisectrizdel| )

4m/DBC= | Por 1),2)y 3)

5) DB ;\:\ Por 4 ) y propiedad de triangulo isésceles al ADCB i
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© Ejercicios 2
n Encuentre la medida del / x.

a) b) [, c)
57°

X 127°

44° 60° |

e)
1277

ﬂ ¢ Cuadl es la suma de las medidas de los angulos internos de un decagono?
a) 1800° b) 1440° c) 1260° d) 900°

Si el AABC es congruente con el AEFD. ;como se corresponden los vértices, los lados y los
angulos de ambos triangulos?

n Identifique el criterio de congruencia de triangulos (LLL, LAL, ALA, hipotenusa - angulo,
hlpotenusa cateto) utilizado para indicar que los S|gwentes triangulos son congruentes.

C
a) c)
0° 110° \
50°
4 cm A\ I B
5cm
D
T 3OF /
5cm
A
d) 50°
E E F
10 —— 4cm —
D cm
A———5cm \ D
B /’C /
6
£ 5cm cm 6/cm
B qoem— F

Unidad 4 - Congruencia de triangulos



b ¢, Sera posible construir un unico AABC donde AB=7cm, m/A=50° yBC =6cm?
Haga la construccion.

h Dado que el AABC es isésceles donde AB = AC, encuentre la medida del /xy /y
B

y

L\ 110°
A
h Dado que el AABC es equilateroy BO es bisectrizdel / ABC, encuentre la
medida del ~ OAB, Z OBAy / COB.

C y

A

B

h El segmento AD y el segmento BE se cruzan en el punto C. Dado que C es el punto
medio del AD y m / CAB = m / CDE, demuestre que los triangulos ABC y DEC son
congruentes.

a) Identifique la hipotesis y la conclusion

b) Complete el esquema de demostracion A E
C
Hipotesis ‘ ‘
B D
Conclusion ( )

Entre/AABC y ADEC

Afirmaciones Justificaciones

1) J=DC Por hipétesis

2) /CAB = /CDE { )

3) /ACB=[ | Por ser angulos )
4)| ) Por( J,[ ],[ )y criterio de congruencial |
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¢ Cual es la suma total de las medidas de los
angulos resaltados en la estrella?

mZa+m/b+mlctmild+mle=i? \
Recordemos /\
1’ La medida de un angulo externo de un triangulo es igual a la suma
de las medidas de los dos angulos internos no contiguos. :

2' La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es
igual a 180°.

% Solucion:

Paso 1 Paso 2
A y
e

$r

El angulo x es un angulo externo del El angulo y es un angulo externo del
triangulo rojo, y es igual a la suma de triangulo azul, y es igual a la suma de
las medidas del angulo ¢ y el angulo e. las medidas del angulo 5 y el angulo d.
m/x=mslc+mle m/y=m/b+m/d
Paso 3
a
x )

e

La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°. Entonces,
mZa+m/x +m/y =180°
Por pasos 1y 2:
m/Za+m/x +m/y =180°
m/Za+mlc+msle)+(msib+msd) =180°
mla+m/b+mlc+rm/ld+mle=180°

(oY Respuesta: 180°

\\ Unidad 4 - Congruencia de triangulos /




Unidad 5

Cuadrilateros

Leccion 1: Cuadrilateros




Cuadrilateros

@ Leccion 1: Cuadrilateros

@ Seccién 1: Cuadrilateros

[/ Ejemplo EK S
Observe el cuadrilatero ABCD y conteste lo siguiente:

a) ¢ Qué lados del cuadrilatero

coinciden en los mismos vértices B C

con el AD? \/ Solucion: -
b) ¢ Qué lados del cuadrilatero NO a) AB y DC coinciden en los vertices Ay D

coinciden en ningun vértice con el con el AD regpectlvamen}e. -
AD? b) BC NO coincide en ningun vértice con el

c) ¢ Qué angulos del cuadrilatero AD. — —
comparten un lado con el ~A? c) «By «D comparten el AB y el AD con el

d) ¢, Qué angulos del cuadrilatero NO <A respectivamente.

comparten un lado con el ZA? d) «C NO comparte ningun lado con el ZA.
@ En un cuadrilatero:
Dos lados son Dos lados son Dos angulos son Dos angulos son
adyacentes si opuestos si NO adyacentes si opuestos si NO
coinciden en un coinciden en un comparten un lado comparten un lado
vértice. vértice. del cuadrilatero. del cuadrilatero.

[ [ Ejemplo AW

En el (G114 identifique: \/ Solucion: . __ A
a) Lados adyacentes al CD. a) Lados adyacentes al CD son D
b) Lado opuesto al CD. ADy BC. 5

A
b) Lado opuesto al CD es el BA. DD
B C

1.1 En el cuadrilatero ABCD de la derecha,
identifique:
a) Lados adyacentes al AB.
b) Lado opuesto al AB.
c) Angulos adyacentes al ~C.
d) Angulo opuesto al ~C. c

Unidad 5 - Cuadrilateros



[/ Ejemplo RF

Clasifique los siguientes cuadrilateros por el paralelismo de sus lados.

I O : D
& A Q : g
El simbolo ">"sobre AD y BC significa que

L. AN A 4 <~ AD || BC. Igual ocurre con los lados AB y

DC, el simbolo ">>" sobre estos lados

ﬁ D significa que AB || DC.

Respuesta:
) ( A (
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Dos pares de lados Un par de lados Los lados opuestos
opuestos paralelos opuestos paralelos no son paralelos.
74 ) N/
\_ J \. J . _J

El cuadrilatero con El cuadrilatero con El cuadrilatero sin
dos pares de lados solo un par de lados lados opuestos
opuestos paralelos se opuestos paralelos paralelos se llama
llama paralelogramo. se llama trapecio. trapezoide.

A TR

1.2 De los grupos formados en el (EETP1.3 escriba si son
paralelogramos, trapecios o trapezoides.

( ) ( ) ( )
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
© N Y
\_ J \. J . _J
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2 Seccién 2: Paralelogramos

[ [ Ejemplo ZF

[/ Ejemplo KK

O,
@

El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo. Demuestre que AABC = ACDA
% Solucién:

A D
Se trazara la diagonal AC del paralelogramo ABCD
para facilitar la demostracion.
Hipétesis: El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.
Conclusién: AABC = ACDA B c
Entre AABC y ACDA,
Afirmaciones Justificaciones
1)AB || DC Por hipétesis y definicién de paralelogramo
2)AD | BC Por hipétesis y definicion de paralelogramo
3) «.BAC = «DCA Por 1) y ser angulos alternos internos A D
4) «.BCA = «DAC Por 2) y ser angulos alternos internos
5) AC = CA Por congruencia del mismo segmento
6) AABC = ACDA Por 3), 4), 5) y criterio de congruencia ALA c

Se acaba de demostrar que: la diagonal de un paralelogramo
descompone a éste en dos triangulos congruentes.

A partir del paso 6 de la demostracién anterior se deduce que:
a)AB = CD y AD = CB por ser lados 0 Para ver mejor que «A = «C, tiene que

correspondientes de triangulos considerar la otra diagonal del paralelogramo
congruentes. ABCD, que también lo divide en dos
b) .B = «Dy A = ~C por ser angulos triangulos congruentes, AABD = ACDB

correspondientes de triangulos A D
congruentes. 5 A

Si el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo entonces:
a) Los lados opuestos son congruentes. b) Los angulos opuestos son congruentes.

B C B C
En el paralelogramo ABCD dado encuentre las medidas del ABy / y
% Solucioén:
AB es el lado opuesto al DC y DC mide 6 cm. Asi que, AB = 6,

porque los lados opuestos en un paralelogramo son congruentes.

«D es el angulo opuesto al ~By ~B mide 108°. Asi que m / y = 108°,
porque los angulos opuestos en un paralelogramo son congruentes.
Respuesta: AB =6, m/ y = 108°

Unidad 5 - Cuadrilateros



1.3 En el paralelogramo ABCD dado encuentre las medidas del AD y «
A D

/ 108° 72°

3

B¢ 2 ;) C

[ [ Ejemplo KX: A D

Demuestre que las diagonales del 0o
paralelogramo se cortan en el punto medio.

% Solucion: B C

Hipétesis: El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

Conclusién: O es punto medio del AC y BD

Entre AOAB y AOCD,
Afirmaciones Justificaciones
1)AB || DC Por hipotesis y definicion de paralelogramo
2) «BAO = «DCO Por 1) y ser angulos alternos internos
3) zABO = «CDO Por 1) y ser angulos alternos internos
4)AB = CD Por ser los lados opuestos de un paralelogramo
5) AOAB = AOCD Por 2), 3), 4) y criterio de congruencia ALA
6) AO = CO Por 5) y ser lados correspondientes de triangulos congruentes
7) O es punto medio del AC Por 6)
8)BO = DO Por 7) y ser lados correspondientes de triangulos congruentes
9) O es punto medio del BD Por 8)
A D
®)
B C

Se demostro que: las diagonales de un
paralelogramo se cortan en el punto medio.

A partir de los (EEIID1.4 vy (GE0Y1.6 se concluye con las siguientes
caracteristicas.

@ Caracteristicas de los paralelogramos
1. Los lados opuestos 2. Los angulos opuestos 3. Las diagonales se cortan
son congruentes. son congruentes. en el punto medio.

=
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[/ Ejemplo X K¢

En el paralelogramo ABCD dado, encuentre el valor de y. 5

% Solucioén: L o
y representa la longitud de la diagonal AC
hasta el punto donde se corta con la diagonal 6
BD. Entonces y mide la mitad de lo que mide
el AC, porque las diagonales de un
paralelogramo se cortan el punto medio.

Respuesta: y = 3

1.4 En los paralelogramos ABCD dados encuentre el valor de x y y

a) A . D
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) Seccién 3: : Condiciones para ser un paralelogramo

A D
El AABC y ADEF son congruentes. & &
B C E F

La figura que se forma cuando se une el AC del AABC con el FD del ADEF

F
A WE A (F) E A E
D ﬂ ﬂ
Bﬁgc B C (D) B C
parece un paralelogramo, pero aun falta saber si lados opuestos son paralelos. Por
ahora se sabe con certeza que es un cuadrilatero con sus lados opuestos congruentes.

Para que el cuadrilatero ABCE sea un paralelogramo se debe probar que sus 2 pares
de lados opuestos congruentes, también son paralelos.

(GBI 1.8

Demuestre que el cuadrilatero ABCE con lados opuestos AT H E
congruentes (AB = CE y AE = CB) es un paralelogramo. p

% Solucion:

Se trazara la diagonal AC del cuadrilatero B C
ABCE para facilitar la demostracion.
Hipotesis: AB = CE yAE = CB 0 Definicion de paralelogramo

e~ e— - oz Cuadrilatero con dos pares de
Conclusién: AB || EC, AE || BC (El cuadrilatero lados opuestos paralelos.

ABCE es un paralelogramo)
Entre AABC y ACEA, g
Afirmaciones Justificaciones
1)AB = CE Por hipétesis
2) AE = CB Por hipétesis
3)AC = CA Por congruencia del mismo segmento
4) AABC = ACEA Por 1), 2), 3) y criterio de congruencia LLL A £
5) «uBCA = ~EAC Por 4) y ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes N

6) AE || BC Por 5) y condicion de paralelismo B C
7) «.BAC = <ECA Por 4) y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
8)AB || EC Por 7) y condicion de paralelismo A e
9) El cuadrilatero ABCE es Por 6), 8) y definicion de paralelogramo

un paralelogramo

0 Condicién de paralelismo

Si dos angulos alternos internos
son congruentes, entonces las \i\
rectas son paralelas.
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Un cuadrilatero que tiene sus dos pares de lados opuestos
congruentes también es un paralelogramo.

(GBI 1.9

Indique cual de los siguientes cuadrilateros es un paralelogramo y por qué.

a) fsﬁ\ ) c) \ﬁsﬁ
3.26 3-\16 3_16\ 3.\16

% Solucioén:
a) No es un paralelogramo, porque ninguno de sus lados es congruente.
b) No es un paralelogramo. A pesar de que tiene dos pares de lados congruentes,
esos lados no son opuestos.
c) Si es un paralelogramo. Se probd que un cuadrilatero con dos pares de lados
opuestos congruentes es un paralelogramo.

[F2(3dW 1.5 Indique cual de los siguientes cuadrilateros es un paralelogramo.

a) b) —2—
< > 225 2.25
1\/ 3 ( /
~— 2
El cuadrilatero ABCD tiene sus 2 pares de angulos opuestos A D

congruentes. Aunque parece un paralelogramo, aun falta probar
si cada par de lados opuestos son paralelos.

(52
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[/ Ejemplo ZK[

Demuestre que el cuadrilatero ABCD dado cuyo 2 pares de F/
angulos opuestos son congruentes, es un paralelogramo. A

% Solucion:

Hipotesis: ~/A= ~«C, B = «D en el cuadrilatero ABCD. B

oM

- C
Conclusion: AB || DC, AD || BC (El cuadrilatero ABCD
es un paralelogramo)
Afirmaciones Justificaciones 0 Condicién de paralelismo
Si dos angulos correspondientes

1) Sean E y F puntos en la prolongacién Por construccion auxiliar.
del BC y CD, respectivamente

son congruentes, entonces las
rectas son paralelas.

2) «/A= «C, «.B = «D Por hipétesis.
3)m/C =m/DCB Por ser el mismo angulo ﬁ
4)m/D =m/ADC Por ser el mismo angulo
5)YmsA=m/DCB Por 2)y 3)
6)m« B =m«ADC Por 2)y 4)
)

NYmZA+m/B+m/C+m/D=360° Por serla suma de las medidas

de los angulos internos de un cuadrilatero 360°

8) 2m«DCB + 2m«ADC = 360° Por sustitucién de 3),4),5)y6)en7)y
suma de términos semejantes
9) m«DCB + m«ADC = 180° Por dividir entre 2 a ambos lados de la igualdad
10) m/ FDA + m<ADC = 180° Por ser angulos suplementarios A H F
11) m«DCB = m«FDA Por 9) y 10) D
12)AD || BC Por 11) y condicién de paralelismo
13) 2m«DCB + 2m«B = 360° Por sustitucién de 6) en 8) B c =E
14) m«DCB + m«B = 180° Por dividir entre 2 a ambos lados de
la igualdad.
15) m«DCB + m«ECD = 180° Por ser angulos suplementarios
16) m«B = m«ECD Por 14)y 15)
17)AB || DC Por 16) y condicion de paralelismo

18) El cuadrilatero ABCD es un Por 12), 17) y definicion de paralelogramo
paralelogramo.

B

Se probdé que un cuadrilatero cuyos dos pares de angulos opuestos
son congruentes es un paralelogramo.

A D A D

)
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(GBI 1.11

Encuentre la medida que debe tener x, y, /b, / c para que el cuadrilatero sea un
paralelogramo.

b) D
<>

A <] >C
<
B

a) Anteriormente se prob6 que un cuadrilatero con sus pares de lados opuestos
congruentes es un paralelogramo, asique x =3y y = 4.

b) También se prob6 que un cuadrilatero con sus pares de angulos opuestos
congruentes es un paralelogramo, asi que m/ b = 127°y m/ ¢ = 53°.

1.6 Encuentre la medida que debe tener/c, /d, x, y, para que el
cuadrilatero sea un paralelogramo.
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[/ Ejemplo ZKP)

Demuestre que un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en un punto medio es un
paralelogramo.

\/ Solucién:
PP . o A D
Hipétesis: Las diagonales del cuadrilatero ABCD
se cortan en el punto medio O, es decir, O
AO =COyBO =DO
Conclusién: AB || DC, AD || BC (El cuadrilatero B o}
ABCD es un paralelogramo) Condicion de paralelismo
Entre AAOB Yy ACOD, Si dos angulos alternos internos son
. . . . congruentes, entonces las rectas son
Afirmaciones Justificaciones paralelas.
1)AO = CO Por hipotesis \i\
2)BO = DO Por hipotesis
3) zAOB = «COD Por ser angulos opuestos por el vértice
4) AAOB = ACOD Por 1), 2), 3) y criterio de congruencia LAL A/ b/
O
5) «.BAO = «DCO Por 4) y por ser angulos correspondientes N
de triangulos congruentes
_ /B /¢
6)AB || DC Por 5) y condicién de paralelismo
Entre AAOD y ACOB,
7) «AOD = ~COB Por ser angulos opuestos por el vértice
8) AAOD = ACOB Por 1), 2) y 7) y criterio de congruencia LAL
9) ,DAO = ~BCO P_qr 8) y por ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes
10)AD || BC Por 9) y condicién de paralelismo
A D
11) El cuadrilatero ABCD es un Por 6), 10) y definicion de paralelogramo o
paralelogramo /\/
B C

Se verificd que un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en un
punto medio es un paralelogramo.

A

D A
<l
B
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[FEIEN 1.7 Complete la siguiente demostracion. Si un cuadrilatero con un par de

lados opuestos paralelos y congruentes es un paralelogramo.
Sugerencia: trace la diagonal AC.

Hipotesis: AD = CByAD || BC enel A

cuadrilatero ABCD '

Conclusion: AB || DC (El cuadrilatero ABCD
es un paralelogramo)

Entre ABAC y ADCA, B 5 c
Afirmaciones Justificaciones
1)AD = CB ( J
2)AD || BC \f \\
3) Sea AC la diagonal del Por construccion auxiliar
cuadrilatero ABCD
4) «.DAC = \ \ Por 2) y ser angulos alternos internos
5)AC = CA \/ )
6) ABAC = ADCA Por 1), 4), 5) y criterio de congruencia \ )
7) «.BAC = ‘\ Por6)y ser | | de
- triangulos congruentes
8)AB ||| ) Por 7) y condicion de paralelismo
9) \ \ Por 2), 8) y definicién de paralelogramo

Se verifico que si un cuadrilatero tiene un par de lados opuestos
congruentes y paralelos es un paralelogramo.

L=

Por los (GEITND1.8,1.10,1.12 y IFEEE 1.7 se concluye lo siguiente:

@ Condiciones para que un cuadrilatero sea un paralelogramo

Si un cuadrilatero:
) A D A

Tiene sus dos pares de lados opuestos congruentes, ) E

es un paralelogramo. B © B o]
' . A D A

Tiene dos pares de angulos opuestos congruentes, E - g

es un paralelogramo. B 6] B o]

. : A/<0 7D A

Sus diagonales se cortan en un punto medio, ’4 ) g

es un paralelogramo. BLY X/c B o]
' A D A

Tiene un par de lados opuestos congruentes y paralelos, -—)p

es un paralelogramo. B © B o]
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9 Seccién 4: Rectangulos, rombos y cuadrados.

[ [ Ejemplo ZKE

En los siguientes cuadrilateros identifique: .
a) El que tiene cuatro lados congruentes 1 1
(escriba su nombre).

Bl
b) El que tiene cuatro angulos congruentes H = ]
(escriba su nombre). | 1
c) El que tiene sus cuatro angulos y cuatro 1 . []

lados congruentes (escriba su nombre).

\/ Solucion: 0 Los angulos del
?:h rectangulo y

a) El rombo tiene cuatro lados congruentes. cuadrado miden 90°.

. , . : 360° + 4 = 90°
b) El rectangulo tiene cuatro angulos 4 i
congruentes. O O
c) El cuadrado tiene cuatro lados y angulos "4
congruentes. e i

Paralelogramos
Si observa bien las caracteristicas D
de los rombos, rectangulos y

cuadrados, estos cumplen con las
condiciones para ser
paralelogramos. Por esta razén,

los rombos, los rectangulos y los
cuadrados también son
paralelogramos.

El cuadrado puede ser considerado

un rectangulo o rombo.

Rectangulos Rombos

Y

Cuadrados
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[/ Ejemplo K]

Demuestre que las diagonales de un rectangulo son congruentes.

% L. A D
/ Solucioén:
Hipétesis: El cuadrilatero ABCD es un rectangulo.
Conclusién: AC = DB
Entre AABC y ADCB, B C
Afirmaciones Justificaciones
1) El cuadrilatero ABCD es  Por hip6tesis y porque el rectangulo cumple
un paralelogramo las condiciones para ser paralelogramo
2)AB = DC Por 1) y caracteristicas de los A D
paralelogramos
3) BC =~ CB Por congruencia del mismo segmento
4) «ABC = «DCB Por hipétesis y definicion de rectangulo B C
5) AABC = ADCB Por 2), 3), 4) y criterio de congruencia LAL A D
6) AC = DB Por 5) y ser lados correspondientes de
triangulos congruentes
Il I
B I I C
[ [ Ejemplo AKE
El cuadrilatero ABCD es un rectangulo. Encuentre el valor de x
% Solucioén: A D
Como la diagonal AC mide 4, entonces la
diagonal BD también mide 4. x representa la 5
mitad de la longitud del BD, porque
se sabe que las diagonales de un q
paralelogramo se cortan en su punto medio. B C

Respuesta: x = 2
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1.8 El cuadrilatero ABCD es un rectangulo. Encuentre el valor de x.
a)A D b) A D

B C

Por ahora solo se demostré la propiedad que cumplen las diagonales del rectangulo.
Las propiedades que cumplen las diagonales de un rombo y cuadrado se mencionan
a continuacion:

Las diagonales de los:
Cuadrados son

Rectangulos son Rombos son
congruentes. ' congrueptes y
9 - CENETE AN, perpendiculares.
3cm - )
3em L 2om/7
‘ “2cm \
2 Seccién 5: Trapecios.
[/ Ejemplo KK
Observe la siguiente figura y escriba:
a) ¢ Qué par de lados son paralelos?
b) ¢ Qué tipo de cuadrilatero es?
c) ¢ Qué pares de angulos son adyacentes a los lados AD y BC?
‘/ Solucién: A D
a)AD || BC
b) Es un trapecio, porque solo tiene un par de
lados opuestos paralelos. B C
c) Los angulos adyacentes al AD son el z/Ay «D
y los angulos adyacentes al BC son el «By ~C.
A los lados paralelos de un Un trapecio isésceles es aquel
trapecio se les llaman bases. cuyos lados opuestos NO
paralelos son congruentes.
1
Bases
|
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Los siguientes trapecios son is6sceles. Observe los angulos adyacentes a las bases
de cada trapecio isosceles.

150°

130° 130°

60° 60°

120° 120°

¢, Como son entre si cada par de angulos adyacentes a las bases del trapecio?, ¢ son
congruentes?

Si construye otro trapecio isésceles, ¢ piensa que los angulos adyacentes a una misma
base seran congruentes?

¢, Qué puede concluir acerca de los angulos adyacentes a una misma base de un trapecio
isésceles?

Se deberia demostrar que los angulos adyacentes a una misma base de un trapecio
isGsceles son congruentes, asi como se ha hecho anteriormente con las propiedades
de algunas figuras. Por ahora no se hara, pero se aceptara como verdadero que para
todo trapecio is6sceles se cumple lo siguiente:

@ Los angulos adyacentes a una misma base de un trapecio is6sceles son
congruentes.

[ [ Ejemplo ZKk{

El cuadrilatero ABCD es trapecio isosceles, AB = DC. Encuentre la medida del / B.

‘/ Solucion: A D
m«C + 110° = 180°, porque el «C es el
suplemento del angulo de 110°. Despejando
parala m«C, se tiene que
msC =180° - 110° = 70° 110°
Luego, m«B = m«C por ser angulos B C

adyacentes a una misma base del trapecio
isdsceles ABCD.

Entonces m~«B = 70°

Respuesta: m/B = 70°

1.9 El cuadrilatero ABCD es trapecio isosceles, AB = DC. Encuentre la
medida del /B. 4 D

55°

@ B C
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N

n Observe el cuadrilatero ABCD y conteste lo siguiente: A
a) ¢ Qué lados del cuadrilatero son adyacentes al BC?
b) ¢ Qué lados del cuadrilatero son opuestos al BC?
c) ¢Qué angulos del cuadrilatero son adyacentes al «/B? g
d) ¢ Qué angulos del cuadrilatero son opuestos al ~B?

ﬂ En la figura de la derecha:
a) ¢,Cuales cuadrilateros logra identificar? E

D
C
A G F
H
b) ¢ Cudles de ellos son paralelogramos?,
¢ por qué?
c) ¢, Cuales de ellos son trapecios?, ¢ por B c 5

que?

ﬂ Complete la siguiente demostracion. Si los angulos consecutivos de un
cuadrilatero ABCD son suplementarios, entonces el cuadrilatero es un
paralelogramo. (Esta seria otra condicién que deben cumplir los cuadrilateros para
ser paralelogramos.)

Hipétesis: m /A + m/B = 180° A D

msB + msC = 180° /\/U

msC + m«D = 180°

mzD + mzA = 180° B c
Conclusién: El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo
Afirmaciones Justificaciones
1) msA + msB = 180° ( )
2) msB + mC = 180° \: )
3ymsA+mzsB=m/B+m/C Igualando 1) y 2)
4)ymsA=m«C Por 3) y reduccién de términos semejantes

5)m.C + m«D = 180° (

6) msB + msC = | ) Igualando 2) y 5)

7ymsB =| ) Por 6) y reduccién de términos semejantes

8) Los angulos opuestos del cuadrilatero ABCD ‘
son congruentes

9) El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo Por 8) y condiciones para ser un paralelogramo

~
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ﬁ En los siguientes paralelogramos encuentre la medida del / x.

b) A D
B C

b) 5 ) = d) =
5.3 15

ﬁ El cuadrilatero ABCD es un rectangulo. Encuentre el valor de x.
A D

ﬁ Encuentre la medida de los angulos internos del trapecio isésceles ABCD, donde
AB =DC.

A D

e T

30°

ﬂ En el trapecio isdsceles ABCD, AB = DC. Encuentre la medida de los siguientes
angulos:

a) «.DCB
b) ~ABD
c) «.BAC 135°

20°
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Funciones de primer grado

Leccidén 1: Funciones de primer grado
Leccion 2: Graficas de funciones de primer grado

Leccidn 3: Solucion grafica de un sistema de ecuaciones de
primer grado

Leccidn 4: Aplicacion de las funciones de primer grado




Funciones de primer grado

@ Leccion 1: Funciones de primer grado

@ Seccién 1: Funciones de primer grado

[ [ Ejemplo XK

En unrecipiente que tiene la forma de un prisma rectangular se echa agua de modo que el
nivel de la superficie del agua aumenta 2 cm por minuto. Observe latabla.

Si el recipiente estaba vacio cuando se empez6 a echar el agua, ;como se puede
expresar la altura del agua y (cm) cuando se expresa el tiempo después de x (min)?

14 14
12

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Altura(cm) |0/ 2 4 |6 | 8 1012 14

Tiempo(min) |0 1 2|3 4 5|6 7

Analice la tabla.
Cuando el tiempo es 0 min el recipiente esta vacio o sea 0 cm

S! transcurre 2 m!n, la altura del agua es 4 cm Observe que por cada
Si transcurre 3 min, la altura del agua es 6 cm minuto que pasa el nivel
Si transcurre 4 min, la altura del agua es 8 cm del agua aumenta 2 cm

Si transcurre 1 min, la altura del agua es 2 cm 0

Si transcurre 7 min, la altura del agua es 14 cm

Ahora si se expresa la altura en términos de y (cm) y el tiempo en términos de x (min),
y se sabe que el agua sube 2 cm cada minuto que transcurre, entonces la expresion

que resulta es y = 2x.

Respuesta: y = 2x
En este caso el valor de y depende unicamente del valor de x.

1.1 Observe la siguiente tabla y responda.

Tiempo(min) 0 12 3

Altura (cm) 0 3/ 6 9

¢, Como se puede expresar la altura del agua y (cm) cuando se expresa el tiempo
después de x (min)?
i
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[/ Ejemplo X W

En el (GEITIY 1.1 |, si se empieza a echar agua cuando el nivel del agua esta a 5 cm
de altura. Observe la tabla, ¢ cdémo puede expresar la altura del agua y (cm),
cuando se expresa el tiempo después de x (min)?

=5 =5 =5

25 25 25
20 20 20
15 15 15
10 10 10

Tiempox(min) | 0|1 2 3 4,5 6 7

Alturay(cm) 5 7 9 11 13 15 17 19

§/ Solucion:

Observe que entre el tiempo y la altura utilizando los datos de la tabla, podemos
decir que:

Al inicio la altura del agua estaba en 5 cm de agua y se sabe que cada minuto que
transcurre sube 2 cm de agua entonces:

x (min) y (cm)
La altura del agua después de 1 minse expresa...5 + 2 Xfll=5+ 2 =
La altura del agua después de 2 min se expresa ... 5+ 2 X21=5 + 4 =
La altura del agua después de 3 minse expresa...5+ 2 X3 =5+ 6 =
La altura del agua después de 7 min se expresa ... 5 + 2 X {if|= 5 + 14=

Si se sabe que el recipiente ya contiene 5 cm de agua y por cada minuto que
transcurre sube 2 cm y si la altura es y (cm) y el tiempo es x (min) entonces la

expresion que resultaes y =5 + 2 [x asi que y = 2[x/+ 5.

Respuesta: y=2[x |+ 5

@ Cuando en dos variables x y y, el valor que toma x determina un unico valor de
v, se dice que y es funcion de x.

@ y es funcioén de primer grado de x cuando el valor de y esta definido por una
expresion de la forma , donde a y b son constantes con a distinto
de O y x es la variable.

1.2 Observe la siguiente tabla y responda. 0 Ala expresion, y = act b

N g,C(’)mo se puede expresar también se llama funcién lineal.
X . s
y en funcién de x?

y 3 5 7 9 1 @
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@ Seccién 2: Razén de cambio

+1 41 1 1 1 41

[/ Ejemplo K AN
Observe que la tabla muestra los

valores de x y y para la funcion de x| . 3 -2 101 2 3

primer grado y = 2x + 1.

. . w | -5|-3|-1|1 3 |5]|7
¢ Como cambia el valor de y cuando x 4

aumentade 1en 17

R e

&/Solucién

Observando la tabla cuando x aumenta 5 3 1 1 3.5 7
de 1 en 1, el valor de y cambia de 2 en 2.

4 4 4

4 4 4
Respuesta: y cambia de 2 en 2.

O Eny =2x + 1 cuando

x aumenta 1, y aumenta 2.

[ [ Ejemplo ZF

Para la funcion de primer grado y = 2 x + 1, cuando el valor de x cambia de 1 a 4
encuentre el valor de Sa8mbioeny

Cambioenx °
%Solucién ~ 3~
Cambioenxes:4-1=3 Cambi 6 * 1 ¢
| X . - 1= amplo en
X entonces X=222°0) — D
Cambioenyes:9-3=6 Cambio en x 3 2 y | .. [3]..]19
Respuesta: 2 ~ 5"

Al comparar el cambio del valor de y respecto al valor de x, a esa razén se

- . p o Cambio en
llama razon de cambio. Razon de cambio —ZCambio e

w
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En el (5E0Y1.3 en este caso el cambio de x es 1y el cambio en y es 2 entonces

razon de cambio = % =2,
O Cambioenxes1-0=1
Cambioenyes3-1=2
Comparando (EETIY 1.3 YIEETID 1.4 observe que la razén de cambio es 2

y que es igual al coeficiente de x en la funcion de primer grado y = 2x + 1.

En la funcion de primer grado y = ax + b, la razdén de cambio es igual al
coeficiente a de x.

Razo6n de cambio zgzmﬁf = a (constante)

(EETIY 1.5 Encuentre la razon de cambio en la funcion de primer grado

y=-3x+7.
%Solucién
Como el coeficiente de x es igual a la razén de cambio entonces es - 3.

Respuesta: -3

T4 1.3 Encuentre la razon de cambio en las siguientes funciones de primer

grado.
a)y=4x + 1
b)y=-5x + 6
C)y=3x-2

<
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@ Leccion 2: Grdficas de funciones de primer grado

@ Seccién 1: Sistema de coordenadas eje y
5__

En 4to grado aprendimos que para ubicar puntos en at

el plano se toman 2 rectas numéricas que se cortan 3t
perpendicularmente (una horizontal y otra vertical). 2t

Se convierten en rectas numéricas de manera que la
distancia de 0 a 1 o para cualquier par de numeros

consecutivos debe serlas misma. PRE
1 3__
O Las coordenadas del punto O Lot
son (0,0). Ll
O: Origen

@ * A |la recta horizontal se llama eje x o eje de las abscisas.
e a recta vertical se llama eje y o eje de las ordenadas.
* A los dos ejes juntos se le denomina sistema de coordenadas.
* Al punto de interseccion de los dos ejes se le llama origen del sistema de
coordenadas.

[ | Ejemplo FX| O
Encuentre las coordenadas del punto P. el valor de x y 3 el valor de y

" Se expresa: (2, 3)
s TP ]
| % Solucion:
| Como el segmento vertical corta al eje xen 2 y el
L segmento horizontal corta al eje y en 3, entonces las
o 4 5, 3 4 coordenadas de P son (2, 3).

En el punto P (2, 3), 2 representa

2

1+

Si los segmentos trazados cortan a los ejes x y y en los puntos a y b
respectivamente se dice que el punto P tiene coordenadas (a, b) y
se escribe P (q, b).

2.1 [/ Ejemplo k¥
Encuentre las coordenadas de los Ubique el punto Q (-1, 3) en el
siguientes puntos. sistema de coordenadas
5,y, §/ Solucién:
4-—--¢A Y
3T E ) o3
2T ' l 2
1 f----—--—-—-4B Ly
& -
°/ 12345 !

-3-2-1 0’
2.2 Ubique los siguientes puntos en un sistema de coordenadas.
a)A(1, 4) b) B (-5, 3) ¢)C (-3, -2) d)D (0, 3)
@ 18
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(GBI 2.3

En la funcién de primer grado y = 2x + 2 complete la tabla tomando los valores de x:
-3,-2,-1,0,1,2,3

%Solucién

Si sustituimos x =-3,x=-2,x=-1,x=0,x=1,x=2,x = 3,
2 31-2/-1,0 1 2 3 eny=2x + 2 entonces
y=2x+2 Six=-3 Six=0 Six=2
y=2(-3)+2 y=2(0)+2 y=2(2)+2
R ta: =-6+2 =0+2 =442
espuesita: =4 =2 =6
by -3 -2 -1 0 1 2 3

y=2x+2|-4 -2 0 2 4 6 8

[ [ Ejemplo F¥]

Con los valores de |a tabla del FGEI2.3  ubique marcando los puntos de la
funcién de primer grado y = 2x + 2 en el sistema de coordenadas.

&%Solucién

Formando las parejas ordenadas de la tabla observe que:

x=-3,y=-4—>» (-3,-4) x=-2,y=-2—>» (-2,-2)

x=-1,y=0 — (-1,00 x=0,y=2 —>» (0,2

x=1,y=4 —» (1,4) Ahora ubique y marque los puntos en el sistema de
coordenadas.

—~ L~

<

Respuesta:

A NW AR ODND

LI

@ En una funcién de primer grado a cada valor de x y su respectivo valor de y le
corresponde un punto en el sistema de coordenadas, cuyas coordenadas son los
valores de xy y.

2.3 Enlafuncién de primer grado x -2/-1. 0 1 2 '3
y = 3x - 1 complete la tabla
tomando como valores de x:
-2,-1,0,1, 2, 3.

2.4 Con los valores de la tabla del 2.3

ubique y marque los puntos de la funcién de
primer grado y = 3x — 1 en el sistema de

coordenadas. . @
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[/ Ejempio kX3

Trace la grafica de la funcidén de primer grado y = -2x + 1.

% Solucién:
Para trazar la grafica de una funcién de primer grado considere los siguientes
pasos:

Paso 1 Respuesta

Elabore y complete la tabla.

y=-2+1,7 | 5| 3|1 |-1|-3/-5

Paso 2 1T
Ubique los puntos de la funcién en el
sistema de coordenadas.

Paso 3
Una los puntos trazados con una linea recta.

A esta recta se le llama grafica de funcién de primer grado y = -2x + 1.
También se le llama recta y = -2x + 1.

Es el conjunto de los puntos cuyas coordenadas satisfacen la igualdad de la
ecuacion y = -2x + 1.

2.5 Trace la grafica de las siguientes funciones de primer grado en un
mismo sistema de coordenadas.

a)y=x+2

b)y =-4x + 1

(Fo_
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@ Seccién 2: Grdfica de funciones de primer grado

[/ Ejemplo X

Trace la grafica de las funciones de primergrado y = 2x y y = 2x + 3 y compare
cada una de las funciones.

% Solucidn:

1) Elabore la tabla.

Si x=-3en y= 2x Six=0eny= 2 Six=2en y= 2
X -3(-2|-1]0 1 2 3 :2(_3) :2(0) :2(2)
y=2x |-6|-4|-2/ 0|24 6 - -6 =0 =4
y=2+3/8 411315719 gix=-3eny=2+3 Six=0eny=2x+3 Six=2eny = 2x+3
= 2(-3)+3 =2(0)+3 =2(2)+3
= -6+3 = 0+3 =4+3
-3 =3 =7

2) Ubique los puntos de cada funcion de primer grado en el sistema de coordenadas
y trace la grafica.

Respuesta:
y
5+ — e
Al y=2 Comparando las graficas se puede observar que:
3 * La diferencia en los valores de la tabla en las

funciones de primergradoy =2xyy =2x + 3es 3
L | . . .., masqueelvalordey = 2x.
- e La graficade y = 2x + 3 se obtiene trasladando

_i: hacia arriba 3 unidades de la grafica y = 2x.
y=aks -4t * Lagraficade y = 2x + 3 corta al eje y en 3.
_5,

[/ Ejemplo FX¢

Trace la grafica de las funciones de primer grado y =2x - 1y y = 2xy compare la
diferencia de cada funcion.

% Solucion:

1) Elabore la tabla.

Si x=-3en y= 2x Six=0eny= 2 Six=2en y= 2
x 3|-2|-1|0|1]2]3 = 2(-3) = 2(0) =22
y=2« |-6|-4/-2/0|2 4|6 = -6 =0 =4
y=2-1|-7/-5/-3/ -1/ 1|3 )5 Six=-3en y= 2x -1 Six=0eny = 2x-1 Six=2eny = 2x-1
= 2(-3)-1 = 2(0)-1 = 2(2)-1
=-6-1 =0-1 =4-1
=-7 = -1 =3

<
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2) Ubique los puntos de cada funcion de primer grado en el sistema de coordenadas y
trace la grafica.

Respuesta:

Comparando las gréficas se puede observar que:
y=2x-1 e Ladiferencia en los valores de la tabla en las

funciones de primergradoy =2xyy =2x-1es
1 menos que el valor de y = 2x.

- N W b~ O

5-4-3-2-14/123 45 " * o La grafica de y = 2x - 1 se obtiene trasladando
hacia abajo 1 unidad de la grafica de y = 2x.

e La graficade y = 2x - 1 corta al eje y en -1.

@ La recta y = ax + b se obtiene trasladando |5| unidades hacia arriba o hacia
abajo de la recta y = ax, b se llama ordenada al origen.

[FE99W 2.6 Dada larectay = 3x trazar la grafica de las siguientes funciones de
primer grado en un mismo sistema de coordenadas.

a)y=3x+1
b)y=3x-3 31

c)y=3x+4

>
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Interprete el significado de 2 enlarectay = 2x + 1

Observe que en la grafica cuando se avanza 1 unidad hacia la derecha se avanza 2
unidades hacia arriba y si se avanza 3 unidades hacia la derecha se avanzan 6

unidades hacia arriba.

6A
g 2c+1
5 = . , .
. . Como el coeficiente de x es 2, la razdn de cambio
3 (Cambiﬂ)es 2 por lo tanto:
2 Cambio en x )
} 6 Six aumenta de 1 en 1 el valor de y
/ , cambia de 2 en 2.
-5 -4 -3 2 -1/o Lt 2 et Si x aumenta de 3 en 3 al valor de y
AE: cambia de 6 en 6.
-3
1 A
) , . _ Cambioeny _ 2 _ 6 _
. 0 Razon de cambio = Z—F——= = 7-3 =2

@ Razdén de cambio, se conoce como pendiente de la recta.

Ahora interprete el significado de 1 enlarectay = 2x + 1

Observe larecta y = 2x + 1, 1 significa que se traslada una unidad hacia

arriba con respecto a la recta y = 2x.

También significa que 1 es la ordenada al origen.
(0,1) es el punto donde la grafica corta el eje y.

@ En la recta y = ax + b, el coeficiente a de x se llama pendiente de la recta
y b se llama ordenada al origen.

El punto en donde la recta corta el eje y se llama intercepto en y.

El intercepto en ydelarectay = 2x + 1 es el punto (0,1).

[ [ Ejemplo FX:

Enlarectay = 3x + 2, ¢ qué significa 3y 27, ¢ cudl es el intercepto en y?

Respuesta: 0 B
3 es la pendiente y 2 la ordenada al origen de la Pendien{é ‘&denada
recta y = 3x + 2, el intercepto en y es el punto (0, 2). al origen

2.7 Tomando como referencia el (2.8 complete la tabla.

Pendiente | Ordenada al origen | Intercepto en
9 P Y O y = 5x -7 se puede

y=3x+6 3 6 (01 6) deCiry=5x+ (_7)
y=5-7
y=2x+3
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(GBI 2.9

En la funcién de primer grado y = 2x - 1, compare el significado 2, — 1 en la tabla, en la
expresion y en la grafica.

% Solucion:

La expresion

La grafica

La tabla
Significado L> y =C1 cuando x = 0
de () I
11
qq
x |-3|-2)-1/0|1/23
2x-1-7-5-3€9)/1 35
A
giegcado Razén de cambio=ggmﬁ= % =(2]

Término constante

y=[20x©

El coeficiente de x

La ordenada al origen

51

ST fy=2x -1

La Pendiente

2.8

O y=ax+ b «<—— Ordenada al origen

Pendiente

En la funcidén de primer grado y = 3x + 2 establezca la relacion entre la expresion y la

grafica.

% Solucion:

La tabla La expresion La grafica
gigré%cado L> y=() cuandox= 0 Término[ | La(_ Jalorigen
1Y 7 y
5
aaaE 4
x [-2|-110]1|2
= + 1
St 2 O r= B8+ O 543210 12345
\}\} _____ -1
0] 2
-4
-5
Significado , . Cambi _ El 6
de Razén de camblo-%}%— D dex:] La :j
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Y/ Ejemplo X1 Respuesta

y
4 =2x+2
Grafique la funcioén de primer grado y = 2x + 2. X

Solucioén:
Paso 1: Como la ordenada al origen es 2, la
grafica pasa por (0, 2). ©.2) 2
Paso 2: Como la pendiente es 2, cuando se ‘ / 1

7
6
5
4
3

avanza 1 hacia la derecha se avanza 2
hacia arriba, es decir que pasa por el 5.4 3 2 Z10] 1 »\*
punto (1, 4). -1
Paso 3: Unir los dos puntos (0, 2) y (1, 4). -2
-3
2.9 Grafique las siguientes funciones de primer grado.

a)y=x+2 b)y =5x -1 Respuesta
([ Ejemplo FRE y=2061\

Grafique la funcion de primer grado y = -2x + 1. 4

% Solucién:
Paso 1: Como la ordenada al origen es 1, la ©,1) 1 1
grafica pasa por (0, 1). V| 2
. (o}
Paso 2: Como la pendiente es -2, cuando se g il A t 31

avanza 1 hacia la derecha se avanza 2
hacia abajo, es decir que se pasa por el

punto (1, -1).
Paso 3: Unir los dos puntos (0, 1)y (1, -1). O

»

Enlarectay = ax + b, cuando en x se avanza a la derecha, si a es

positivo entonces en y se avanza hacia arriba, y si a es negativo . 1/ . ‘\ﬁ -
entonces en y se avanza hacia abajo.

2.10 Grafique las siguientes funciones. Lalinclinacién de larecta
a)y=-3x+4 b)y=-x+3

[/ Ejemplo FXP)

6

1 5

Grafique la funcion de primer grado y =+ x + 1. 4
3

2

% Solucion: %
Paso 1: Como la ordenada al origen es 1, la (Oy !

grafica pasa por (0, 1).

_ 1 ya/-z 10 1 2 3 4
Paso 2: Como la pendiente es TR cuando se -

avanza 2 hacia la derecha se avanza 1
hacia arriba, es decir que se pasa por el
punto (2, 2).

Paso 3: Unir los dos puntos (0, 1)y (2, 2).

211 Grafique la funcién de primer grado y = %x + 2, evalle para

x=0yx=4. @
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@ Seccién 3: Expresiéon de una funcién de primer grado en la formay = ax + 5
dada su grafica

[ [ Ejemplo FRE

Exprese la funcion de primer grado en la forma y = ax + b, dada su grafica.

% Solucién: v
A

Observando su grafica la recta corta el eje y en 4 6
que es la ordenada al origen. 5 T
. >
La ordenada al origen es 4.

La pendiente es la razén de cambio gg:gg:%% =2. 2
Ahora sustituyendo el valorde a = 2, b = 4 en
-4 -3 -1 0 1 2 3 4

.z -1

y = ax + b encuentra su expresion. / 72

Respuesta: y =2x + 4

Para escribir la funcién de primer grado en la forma y = ax + b a partir de su

grafica es necesario identificar la ordenada al origen y determinar la
pendiente de la recta.

2.12 Encuentre la funcion de primer grado en la forma y = ax + b, dadas sus
graficas.

A 7 S

b) \?\

4 _1 0 y = ax + b «—— Ordenada al origen
8-2-19\ 234 Pendiente

-2
-3-2-]'0 1234 -3

a)

w h OO N

-1 -4
-2

En este libro, cuando se le pregunte “Encuentre la funciéon de primer grado” conteste
enlaformay =ax + b

(GBI 2.14

Encuentre la funcion de primer grado cuya grafica pasa por (-2, 4) y su pendiente es -3.

§/ Solucion:

1. La expresion de la funcion de primer gradoes y = ax + b Y
y como su pendiente es - 3, a = -3, entonces y = -3x + b..@

(-2,4)
2. Como la recta pasa por el punto (-2, 4) sustituyendo
x=-2yy=4en@®, tenemos que
y=-3x+b v 14
4=-3(-2)+0»b
4=6+0>
b=-2

Respuesta: y = -3x -2

J Ejercicio P RE

@ Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica pasa por (0, 1) y su pendiente es -2.

la funcién de primer grado y = ax + b es larecta

0 Observe que cuando a = -3y b = -2 la grafica de
y=-3x+ (-2)entonces y = -3x - 2
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9 Seccién 4: Expresion de una funcién de primer grado en la forma y = ax + 4 a partir
de dos puntos

[/ Ejemplo FEE
. . S fl2 Note que si avanza
Encuentre la funcion de primer grado cuya 3 ,_J,JZ 1 hac% R i
grafica pasa por los puntos (1, 3) y (2, 5). 1 avanza 2 hacia arriba.
Solucioén: 12
Observe dos puntos (1, 3) y (2, 5). Porlo ta”to('?arr’r?&g'ee’r‘]ti e,
Cambioenyde3ab5es:5-3=2 laredaes = hoenx 21

Cambioenxde1a2es:2-1=1

Entonces la pendiente de la recta es a =% = % = 2.
La funcién de primer grado que buscamos es 7
y=2x+b

Como la recta pasa por el punto (1, 3), sustituyendo
x=1,y=3eny=2x + b se tiene:

y=2x+b

3=2(1)+b “4-3-2- 12 34
3=2+5b

b=1

Respuesta: y = 2x + 1

Para encontrar una funcién de primer grado (y = ax + b) a partir de dos puntos
@ €es necesario:

1. Determinar la pendiente “a”, utilizando la raz6n de cambio.

2. Sustituir el valor de la pendiente “a” en y = ax + b.

3. Elegir uno de los puntos, sustituir los valores de xy y en y = ax + b, para encontrar
el valor de 5.

2.14 Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica pasa por los
puntos (2, 3) y (4, 9).

2.15 Resuelva.

a) Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica es la siguiente recta.

3 b) Encuentre la funcion de primer grado cuya
2 grafica pasa por el punto (2, -1) y su pendiente es 5.
1

32 1 090/1 2 3°°

» c) Encuentre la funcion de primer grado cuya grafica
pasa por los puntos (1, -1) y (2, -6).

7
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9 Seccién 5: Criterio de paralelismo y perpendicularidad

Con la gréfica de la derecha lea y observe 6
detenidamente. 5
1) Observe las graficas de las siguientes funciones 4
de primer grado. 3

2

2) Observe que silasrectasy=2x+2 y y=2x-3
por mas que se prolongan, nunca se van a tocar en

un punto. % 3 2 fio| 1/2 3 & *

Por lo tanto se puede asumir que son paralelas. -

Observe que las pendientes de ambas rectas son -z

. . . . ,3

iguales, es .deCII’, ambas tlenep pgndlente 2. p=2c+2  y=2¢-3

De lo anterior se concluye lo siguiente.
Criterio de paralelismo entre rectas. 0 Cuandoa, =a, _ h
Dos rectas son paralelas cuando sus Las rectas i ~ Z:; L

- 2

pendientes son iguales. o e sl

S 2.16 Seleccione, cuales de las siguientes rectas son paralelas a la recta
y = =3x + 4 utilizando el criterio de paralelismo.

a)y=3x+4 b)y=-2x+ 4 c)y=-3x-5 d)y = -3«

(G 2.16

Encuentre la funcion de primer grado cuya grafica es paralela a y = 3x - 2 y pasa por
(-1, -2).

§/ Solucioén:
Se conoce que ambas ecuaciones tienen la misma pendiente, por lo tanto,
tomando como pendiente a = 3, tenemos que y = 3x + by también sabemos que

pasa por el punto (-1, -2) entonces sustituyendo estos valores encontramos b.

y=3x+5b
voy=3+1
2=3(-1)+b 0 :

-2=-3+b

b=1 : .

Respuesta: y = 3x + 1 e // e
/-

y4:3x—2
(SN 2.17 Encuentre la funcion de primer grado cuya grafica es paralela a la recta:

VooR a)y = 2x + 5y pasa por (1, 1) b)y = -x + 4 y pasa por (-2, 1)
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Con la grafica de la derecha lea y observe 5
detenidamente. ] 4
1) Las dos rectas se intersecan en un punto. Por y=-35X 3
lo que determinan 4 angulos. )
2) Utilice el transportador para medir el angulo ;
comprendido entre las dos rectas.
-5 -4 -3 -2 -109 2 3 4 5 °

Note que la medida de cada angulo es de 90°,

es decir, que cada angulo es un angulo recto. -2

Por lo tanto, la recta y = —;— Xy y=2xson -3

perpendiculares. 4

Ad1emés observe al multiplicar sus pendientes y=2 5

-7 X2=-1

Cuando g, X a, = -1

y=ax + b,
y=ax+b,
son perpendiculares

Criterio de perpendicularidad entre rectas.
Dos rectas son perpendiculares si y solo si el

producto de sus pendientes es igual a -1.

Las rectas

[ [ Ejemplo FXki

Seleccione cuales de las siguientes rectas son perpendiculares a la recta y = 2x + 1.

a)y=%x+3 b)y=-2x+ 8 C)y=—%x+2
\% Solucioén:
Para determinar si las rectas son perpendiculares es suficiente aplicar el criterio de
perpendicularidad.

1_2_
a)2><§—2—‘|

No son perpendiculares ya que
al multiplicar ambas

b) 2 X (-2) = -4

No son perpendiculares ya que
al multiplicar ambas pendientes

pendientes no es igual a -1. no es igual a -1.
y

1 y y=2x+1
y=——x+3 A
a) 4 2 ) 1 2 1 b) 5
> 2% (-5)=-5=- 4
1 Si, son perpendiculares porque al 2
) _/o 123" multiplicar ambas pendientes el 1
. > x
r -1.
e esultado esylgual a-1 /ol 12 i A
Y y=-2x+8
C) y=2x+1

(P

Respuesta: inciso “c

—\r\]/co-hoﬂ‘

> 1
_1/0 123 4\<x y=—7x+2
T[40 2.18 Seleccione cuales de las siguientes rectas son perpendiculares a la recta

y=23x+5.
a)y=-3x+8 b)y=—%x+2 C)y=%x—6
d)y=3x-6 e)y=-2x+8 fly=-2x-10

’ &
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(G 2.18

Encuentre la funcion de primer grado si su grafica pasa por el punto (-3, 2) y es
perpendicular a y = 3x + 4.

§/ Solucioén:
Sea y = ax + b la funcion que se pide. 7y

<

Por el criterio de perpendicularidad sabemos que (-3, 2) 4
3Xa=-1 implicaquea = —%
1
y queda y = —%x + b y como sabemos que pasa
por el punto (-3, 2) tenemos que ° ~
__1
y=-zx+ b
S A
- 73 (_ ) +
_3
2 3 T b
2= b
b =

Respuesta: y = —%x + 1

T[4 W 2.19 Encuentre la funcién de primer grado si su grafica es perpendicular a
la recta:

a)y =4x-1 yque pasa por el punto (0, 4)

b)y = —%x + 3 Yy que pasa por el punto (1, 6)

@
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@ Leccion 3: Solucion grdafica de un sistema de ecuaciones
de primer grado

@ Seccién 1: Solucién grafica de una ecuacién de primer grado en dos variables

Ahora vamos a pensar en las soluciones de la ecuacién de primer grado en dos variables.

Los pares de valores de x y y, (0,4), (1,2), (2,0) y (3, - 2) cumplen la ecuacién
2x + y =4, es decir estos pares son las soluciones de 2x + y = 4.

[ [ Ejemplo k¥

Ubique los puntos (0,4), (1,2), (2,0), y (3, - 2) en el sistema de coordenadas.

Respuestz;\:

A

<

= N w O

5-4-3-2-19 12345

-2 o
-3
-4
-5

Tomando mas puntos cuyas coordenadas cumplen 2x + y = 4, los puntos van a formar

una recta.
¥ y
A \5\A
5
4 ¢ 4
3|e 3
2| o 2
1] o _ 1
5432101 5.3 45 °F 5-4-3-2-10[ 1234 57 %
-2 o -2
-3 o -3
-4 ° -4
-5 ° -5

Sisedespejaparayen2x +y, y=-2x + 4

Entonces se puede considerar que y es una funcién de primer grado de x. B
Ahora el conjunto de los puntos cuyas coordenadas son soluciones de la ecuacion

2x + y =4 coinciden con la gréafica de la funcién de primer grado y = -2x + 4y es

una recta.

A esta recta se le llama grafica de la ecuacion 2x + y = 4.

La grafica de la ecuacion ax + by =

¢ donde por lo menos unode ay b es

distinto de cero, es una recta. La ecuacién ax + by = ¢, se llama ecuacion

de la recta.
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[ | Ejemplo k¥

Convierta la ecuacion x + y = 2 ala forma y = ax + by trace su gréfica.
% Solucién:
Paso 1 Pasarlaecuacionx+y=2alaformay =ax + b

x+y=2
y=-x+2

Paso 2 Como la ordenada al origen es 2, la grafica pasa por el punto (0,2).

Paso 3 Como la pendiente es -1 entonces cuando avanza 1 a la derecha avanza
1 hacia abajo, es decir, que la recta pasa por los puntos (1,1), (2,0).

Paso 4 Al unir los puntos (1,1), (2,0) se obtiene su recta.

Respuesta y =-x + 2

A

4
3 O La grafica de una funcién de
5 primer grado es un recta.

1

[F2(4W 3.1 Convierta las siguientes ecuaciones a la forma y = ax + b y trace su
grafica.

a)3x+y=-6 b)-x+y=-3 c)y-2x=-3

<>
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[ [ Ejemplo k¥

Trace la grafica de la ecuacion 2y + 4 = 0.

§/ Solucion:

y
4

»

4
3
2
1

Lo primero que se debe hacer es despejarparay. -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
2y +4=0 !
2y = —44 = y=-2
Yy=772 -4
y=-2
Observando que en la ecuacién y = -2, O 3[4l ol 1 1213
independientemente del valor de x, el valor de y IR IEIEIEIEN
siempre sera el mismo. Su grafica es una recta
horizontal, es decir, paralela al eje x.
3.2 Trace la gréafica de las siguientes ecuaciones.
a)y =2 b)y=-5 c)dy-12=0 d)2y+2=0
[ [ Ejemplo KX
Trace la grafica de la ecuacion 3x -6 = 0.
y
§/ Solucion: 4“ x=2
3x=6 3
_ 6 2
X = 3 ]
x=2 o .
4 -3-2-1° 1 2 3 4

Note que la ecuacidén 3x = 6 no se puede
convertir a la forma y = ax + b.

Sin embargo en la ecuacion x = 2

independientemente del valor de y, el
valor de x siempre sera el mismo. Su
grafica es una recta vertical, es decir,
paralela al eje y.

La grafica de la ecuacién ax + by = ¢ donde a
y/o b son distintos de cero es una recta.

= o

Si a = 0 entonces la recta es horizontal.
Si b = 0 entonces la recta es vertical.

En este caso, a no significa pendiente, b
no significa ordenada al origen, porque no
estamos hablando de la forma y = ax + b.

(S99 3.3 Trace la grafica de las siguientes ecuaciones.

a)x =3

b)2x +8 =10

c)5x-25 =0 d)x=0

D
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IEM 3.5 Observe larecta y = 2x - 2. 4 Cuales son las coordenadas de los puntos

y

% Solucién: de la recta que cortan al eje x y »? A
3 y=2x-2
Observe que la recta y = 2x - 2 corta al eje x 2
. 1
en (1, 0), y corta al eje y en (0, -2). g _1_10/ e
-2
Respuesta: (0,-2) y (1,0) /{

T4 3.4 Observe las siguientes rectas. ¢ Cudles son las coordenadas de los
puntos de la recta que cortan al eje x y ?

A

y

a) 4 b)

43210 P »*
112 34 1234

En general sabemos que el punto en donde la grafica corta el eje y se llama intercepto en y,
de igual manera el punto donde la grafica corta el eje x se llama intercepto en x.

Los interceptos en x y y son los puntos donde la grafica corta los ejes x y y
respectivamente.

l 3.6 Encuentre los interceptos en x y y de larecta y = -2x + 10
Solucioén:

En el eje x el valor de y es 0, por tanto para encontrar el intercepto en x se
sustituye y = 0 en y = -2x + 10 de donde se obtiene

y=-2x+10
0=-2x+10
2x =10
x=5

En el eje y el valor de x es 0, por tanto para encontrar el intercepto en y se
sustituye x = 0 en y = -2x + 10 de donde se obtiene

y=—2x+10 OY b 10 es la ordenada al

_ a se sabe que 10 es la ordenada a
Y= 2 (O) +10 origen, por lo tanto se puede encontrar
Y= el intercepto en y si calcular.

Respuesta: El intercepto en x es (5, 0) El intercepto en y es (0, 10)

3.5 Encuentre los interceptos en x y y de las siguientes rectas.

a)y=3x-6 b)y = -4x + 12
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@ Seccién 2: Grafica de una ecuacién de primer grado en dos variables

[/ Ejemplo X/

Trace la grafica de la ecuacion 4x -3y = 12 utilizando los interceptos en x y y.

\/ Solucién:
© Para encontrar el intercepto en y haga lo siguiente:  ® Una los puntos (0,-4) y (3,0).
Six = 0 entonces 4x -3y =12 Respuesta ,

4(0) -3y =12 2“
-3y =12 1 /
=-4 > x
_ Y 4-3-2-1° 1 2/3 4
Por lo que, el intercepto en y es el punto (0, -4). -1
-2
@ Para encontrar el intercepto en x haga lo siguiente: -3
-4
Siy = 0 entonces 4x - 3y =12 el
4x - 3(0) = 12 ST
4x =12
x=3

Para trazar la grafica de una

Por lo que, el intercepto en x es el punto (3, 0). 0 ecuacion solo se necesita
encontrar los interceptos en x y y.

[S2(3[9W 3.6 Trace la grafica de las siguientes ecuaciones utilizando los interceptos
enxyy.

a)2x+y =10 b)2x + 3y =6
[/ Ejemplo EX:
Trace la gréfica de la ecuacion - %x + % vy = 1 utilizando los interceptos en x y y.
\/ Solucion:
@ Para encontrar el intercepto en y haga lo siguiente: ® Una los puntos (0,2) y (-3,0).
Six = 0entonces - - —f—%y =1

1 3 y Respuesta
"3 Ot gy= A
1 ly_ ix: 12 '/
5 V= 2 3/
y=2 /1[3—2—101234”
Por lo que el intercepto en y es (0, 2). -
-2
@ Para encontrar el intercepto en x haga lo siguiente: 3
Siy = 0 entonces —%x+%y=1 -
— a2 (0) =1
- %x =1
x=-3
Por lo que el intercepto en x es (-3, 0). @
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(S99 3.7 Trace la grafica de las siguientes ecuaciones utilizando los

interceptos.
a)-gx+ yy=1 b) x+ 3y =1
(GETY 3.9
Encuentre los interceptos de las siguientes rectas.
a)3y-9=0 b) 8x = 16

>

§/ Solucion: 4

4
a) Como la recta 3y - 9 = 0 no corta al eje x el 3
intercepto en x no existe. y=3 2
El intercepto en y se obtiene al despejar 1
ray. »x

para.y —4—3—2—110 1 2 3 4
3y -9=0 :2
3y =9 -3
y=3 -4

Respuesta: El intercepto en y es el punto (0, 3),
y no tiene intercepto en el eje x.

b) Como la recta 8x = 16 no corta al eje y el A 1
intercepto en y no existe. 3
El intercepto en x se obtiene al despejar 2
para x. }
8x=16 4 3 o _1_10 1 5 4 » X
x=2 =
Respuesta: El intercepto en x es el punto (2, 0), -3 5
y no tiene intercepto en el eje y. -4 adi

La grafica es muy util para
comprender e imaginar las
rectas.

3.8 Encuentre los interceptos de las siguientes rectas.
a)dy+3=7 b) 5x + 20 = 0
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@ Seccién 3: Solucién grdfica de sistemas de dos ecuaciones de primer grado en

dos variables

(GETIY 3.10

Dadas las siguientes graficas encuentre el
punto donde se intersecan ambas rectas.

a)

b)

a)2x -y =1 b) —x + 2y = 4 ‘; e+ 2y =4
=142
% Solucioén: v=zx+2)
Observe las graficas y preguntese, ¢qué 1 .
punto en comun tienen ambas rectas? /—54 32 10/1 2 3 4 5 7
-1

Es facil de encontrar el punto donde se
intersecan las dos rectas. Sus coordenadas
son(2,3).

Respuesta: El punto (2, 3)

Ahora vamos a formar el sistema de ecuaciones

y resolverlo

2x-y=1 @
-x+2y=4@

o

Para resolver el sistema de ecuaciones vamos
a eliminar una variable del sistema y asi

obtener una ecuacién de primer grado.

Observar los coeficientes de la variable y, tienen - 1 y 2 entonces
vamos multiplicar @ x 2 y luego vamos a sumarlas

-y =1 @ X 2 4x -2y =2 0 A=B
— +) C=D
-x+ 2y =4 @ +)x+2y=4
— A+C=B+D
3x =6
x=2

Para encontrar el valor de y sustituye x = 2 en @

2x -y =1 También puede tomar la
ecuacion () para encontrar el
2(2) -y =1 0 valor de y.
4-y=1
- y=-3
y=3

3.9

La solucién del sistemaesx =2, y = 3.

Entonces se puede concluir que a través de sus graficas se puede observar que las

rectas se intersecan en el punto (2,3) y que al resolver el sistema de ecuaciones la
respuesta es la misma.

Las coordenadas del punto de interseccion de dos rectas son la solucion del
sistema de ecuaciones de ambas rectas.

Encuentre el punto de interseccidn de ambas rectas, forme un sistema
de ecuaciones y resuelvalo.

a)2x-y=4

b)-3x+y=1

57
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[ Ejemplo EXE

Dadas las graficas de las siguientes ecuaciones encuentre el punto donde se

intersecan ambas rectas. y

a)-x + 2y =1 b)6x + 9y = 8 2“5
Solucioén: | =1,(y:%a);+%—>
Observando las dos graficas vemos que se 3
nos hace dificil encontrar el punto donde se 5

intersecan las dos rectas.
Formando con ellas un sistema de

» X
ecuaciones, podemos encontrar facilmente el D48 -1_1° 1 34 %
punto donde se intersecan ambas rectas.

x+2y=1 @ 3 5
6x+9y:8 @ -4 5x+9y=8,(y:—%x+%)

Para resolver el sistema vamos a multiplicar
@ X 6 y luego sumamos las ecuaciones

-x + 2y =1 @ X6 -6x + 12y =6
— > —p
6x + 9y =38 @ +)6x+ 9y =28
14 2
= —> = — = —
21y =14 Y=o 3
Para encontrar el valor de x sustituimos y = % en @ y obtenemos
-x+ 2y =1
-X + 2(%) =1 Con solo observar las graficas, no siempre se puede
determinar el punto de interseccion exactamente. Por lo que
X "‘3 = 4 en este caso, si es necesario resolver el sistema de
-x =1 -3 ecuaciones de primer grado.
=1
Respuesta: El punto (l g)
’ 3’3
3.10 y
Dadas las graficas de las siguientes ol ,
ecuaciones encuentre el punto 5[ [8)8r-2v=-3,(= 4+7)
donde se intersecan ambas rectas. 4
2
a)8x-2y=-3 ]
b) 4x + 4y = 11 12945

b)4x +4y =11 (y = -x +11)

(T4 3.11 Determine el punto de interseccion de las rectas cuyas ecuaciones
estan dadas en los sistemas.

a) 2x -4y =4 b) 3x-y=-3
3x + 8y = -1 6x + 2y =2
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Anteriormente se aprendié que la solucién de un sistema de dos ecuaciones es el
punto donde se intersecan las graficas de ellas.
Ahora observe qué sucede en el siguiente ejemplo:

(GEITTY 3.12

Dada las siguientes graficas de ambas ecuaciones, encuentre las coordenadas del
punto donde se intersecan las siguientes rectas.

»

a)x-y=2 b)yx-y=4 Y-y =2 (= x-2)

a)

> X
1/2 3/4 5

Si observa las graficas de ambas ecuaciones,
estas no tienen un punto en comun, por mas
que se prolonguen nunca se van a intersecar
en un punto.

Por lo tanto, se puede asumir que son paralelas.

Respuesta
No hay ningun punto donde se intersequen
ambas rectas.

-y =4, (y=x-4)

En la clase anterior se explico otra manera para encontrar el punto donde se
intersecan ambas rectas.

Resolviendo un sistema de ecuaciones puede encontrar el punto donde se
intersecan ambas rectas.

x-y=2 @
x-y=4 @

Para resolver el sistema de ecuaciones vamos a multiplicar ecuacion @ por - 1y
luego sumamos las ecuaciones.

x—y=2®_’® . x-y=2
x—y=4® @X(—1) +)—x+y=—4
0#-2

Observe que no se cumple, es decir, el sistema no tiene solucién.

Cuando las dos rectas no tienen punto de interseccién, se puede concluir que el
sistema de ecuaciones formado por ellas no tiene solucion.

3.12 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.

a){x+4y=5 b){Zx—2y=5
4x + 16y =9 x-y=171 @3
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Un sistema de ecuaciones puede tener una solucion o ninguna solucién, ahora
observemos lo que pasa en el siguiente ejemplo.

[ [ Ejemplo ZXE]

Trace las graficas de las siguientes ecuaciones, encuentre el punto donde se
intersecan ambas rectas.
y

r N
a)2x +4y =28 b)4x + 8y = 16 a)2r+4y=8,(r=-Fx+2)
.. 4
\/ Solucién: 3
. - . 2
Si observa la grafica de ambas ecuaciones las
rectas a) y b) son idénticas, esto significa que los 1 ]
puntos de una de las rectas son los puntos de la T 3 3 o T 33 Z\s\”
otra. -1 b)
- 4x+8y=16,(y= -+ x+2)
Respuesta: Las dos rectas coinciden, por lo que, -3
hay infinitas intersecciones. 4
- - . _5
Para resolver el sistema de ecuaciones primero se

multiplica la ecuacion @ por -2 y luego se suman las
ecuaciones.

{2x+4y=8 L @X(-2)_ -4x- 8y=-16
4x + 8y =16 @ +) 4x + 8y = 16
0=0

Observe que la igualdad se cumple. Dividiendo la ecuacion @y @entre 2 y 4
respectivamente se obtiene la misma ecuacién x + 2y = 4. Por lo tanto, las
soluciones de una son las de la otra. Entonces tiene infinitas soluciones.

Cuando dos ecuaciones se reducen a la misma, las soluciones de la ecuacion @
coinciden con las de la ecuacién @ asi que se puede concluir que el sistema de
ecuaciones tiene infinitas soluciones.

[F2(A9W 3.13 ; Cuantas soluciones tienen los siguientes sistemas de ecuaciones?

a) —x—2y:3 b) 3x+y=9 C) X—y=—6
-3x-6y=9 Ox + 3y = 27 -x+y=26

40"
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[ [ Ejemplo X

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 2x + 6y =2 b) 3x +4y =14 o) -2x+2y=5
x+3y=1 x-5=-8 2x-2y=3
%Solucién:
2x+6y=2 @

x+3y=1 @

Para resolver el sistema de ecuaciones se multiplica@ x (-2) y luego se suman
ambas ecuaciones.

2x + 6y =2 @ 2x + 6y =2
x+ 3y=1 @ % (-2) +) —2x - 6y =-2

Es decir@ y@ X (-2) coinciden. 0=0

Respuesta: El sistema tiene infinitas soluciones.

b) x+4y=14 @
x-5=-8 @

Para resolverlo multiplicamos@ X (-3) y luego sumamos las ecuaciones.

{3x+4y= 14 _, @ —_— 3x + 4y = 14 Sustituxéirldzy:a en@®
x-5y=-8 @ X (-3)  +)-3x+ 15y = +24 3x+4é):14
19y = 38 3r+8=14

y=2 3r=14-8
3x=6
x=2

Respuesta: La solucion del sistemaesx =2, y =2
-2x+2y=5
c) N Y
2x -2y =3
Para resolver el sistema sumamos ambas ecuaciones.
-2x+ 2y =5

+) 2x-2y=3
0=8

Respuesta: El sistema no tiene solucién.
iilii
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Un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables es:
= Inconsistente: Si no tiene solucion.

= Consistente: Si tiene exactamente una solucion.

= Dependiente: Si tiene infinitas soluciones.

(T[4 W 3.14 Resuelva y clasifique los siguientes sistemas de ecuaciones en
inconsistente, consistente y dependiente.

—v=6
a){x Y
x+y=4
2x -8y =4
by = 7
x-4y =2
3x-2y=7
c){x Y
x-y=2
3x+3y=3
d){x 4
-x-y=4
TRy 3.15

Clasifique en consistente, inconsistente y dependiente los siguientes sistemas de dos
ecuaciones de primer grado determinados por el par de rectas dadas.

a) 4y ( ) A 67
52 5

b) A [ ] 4

C) A [ ] 2

(
o » X
-5 -4 -3 -2 —1\ 1 2 4 5 6
-2
4,
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@ Leccion 4: Aplicacion de las funciones de primer grado

@ Seccién 1: Datos experimentales

[ [ Ejemplo 2%

La siguiente tabla muestra el cambio de la temperatura cuando se calienta el agua.

a) Ubique los puntos que corresponden xmin) 0 1 2 3 4 5 .. 10
a los datos de la tabla.

y(C) 20 28 36 44 52 60

b) ¢ Cuanto sera la temperatura en el
momento x = 10 (min)?

c) Si se supone que los valores de x y y estan en la recta que une los puntos (0, 20) y
(10, 100), ¢ cual seria la ecuacion que representa la relacion y en término de x?

§/ Solucion:

a) Observe que para ubicar los puntos se  b) Como los puntos estan ubicados en una

debe identificar las coordenadas x y y. recta, se puede hacer uso de la gréfica y
Ejemplo: (0, 20), (1, 28) determinar el valor.
oCA ocChA
100+ 100+
50 L 504
L ]
[ ]
20+ 204
! lmin | min
0 5 10 0 5 10

Respuesta: 100 °C

c) Como la ordenada al origen es 20 y la pendiente es:

Cambioeny _ 100-20_ 80 _ 8 La relacion entre la temperatura
Cambio en x 10-0 10 del agua al calentarse y el tiempo
es una funcién de primer grado.
Respuesta: y = 8x + 20 En el (GETD441 .

4.1 Larelacion que existe entre la distancia recorrida y el tiempo de una
persona que camina a 10 km por hora esta representada por y = 10x,
si x representa el tiempo en horas, y y la distancia recorrida en km.

a) Trace la grafica que relaciona la distancia recorrida y (km) con el
tiempo x (horas).
b) ¢ Cuantos km recorre al transcurrir 3 horas? a
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) Seccién 2: Figuras geométricas

[ | Ejemplo X%

La figura de la derecha muestra el rectangulo ABCD. Los lados AB y BC miden 8 cm
y 10 cm respectivamente. El punto P avanza en el lado AD desde el punto A hacia el

punto D a la velocidad de 2 cm por segundo. A P D
a) Exprese la distancia AP después de x (
segundos que P sali6o de A.
8 cm
b) Si el area del cuadrilatero PBCD es k
y cm’, exprese el area y en términos C
del tiempo x. B 10om—
0 Considere que x solo puede tomar valores de
L. 0 a5 yaque AD mide 10 cm.
\/ Solucién:
a) Velocidad: 2 cm por segundo
Distancia recorrida = velocidad X tiempo
Respuesta: 2x (cm)
b) area del ) _ ( area del ) B ( area del )
cuadrilatero PBCD rectangulo ABCD triangulo ABP
y = (10 x 8) —(2x><8><%)
y = 80 - 8x

Respuesta: y = -8x + 80 (cm?)

4.2 Enlafigurase muestra el rectangulo ABCD. Los lados AB y BC miden 6
cmy 12 cm respectivamente. El punto H avanza en el lado AD desde el

punto Ahacia el punto D ala velocidad de 3 cm por segundo.
a) Exprese la distancia AH después de x segundos que Hsalio de A.

b) Siel area del cuadrilatero HBCD es y cm?, exprese el areayen
términos del tiempo x.

A H D
6 cm
| :
;12 cmy
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9 Seccién 3: Utilizacién de las graficas

[/ Ejemplo X%

Juan sali6é de su casa hacia el parque que se encuentra a 1500 m de su casa. De la
casa hasta el punto A viajo en bicicleta y de A hasta el parque caminé x (minutos). La
grafica de abajo muestra la distancia recorrida y en metros desde la salida de la casa

cuando han transcurrido x (minutos).

a) Exprese la relacion entre x y y cuando x tiene los valores de 0 a 4.
b) ¢ A qué velocidad viajé en bicicleta?

c) Exprese la relacion entre x y y cuando x tiene los valores 4 a 9.

d) ¢ A qué velocidad caminé del punto A al parque?

m
A

Parque
1500¢-

1000

5001

o 3 10 » min
Casa

% Solucion:

a) Observe que la ecuacion de la recta OA
tiene la forma y = ax, ya que el
intercepto en y es 0.

Si sustituimosx =4yy =1200eny = ax
se obtiene que

y = ax

1200 = a (4)
4a = 1200
a = 300

Respuesta: La relacion entre x y y esta dada
pory = 300x cuando x va de 0 a 4.

b) De la relacién y = 300x, sabemos que en 1 minuto avanza 300 m.

Respuesta: velocidad en bicicleta es 300 m por minuto.
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c) La ecuacioén de la recta del punto A hasta el parque tiene la forma y = ax + b,
sabemos que la recta pasa por los puntos (4, 1200) y (9, 1500),

. _ 1500 - 1200 _ 300
la pendiente a = 9—2 =7

la forma y = 60x + b.

= 60, la ecuacioén buscada es de

Como la recta pasa por (4, 1200), sustituyendox =4y y =1200en y = 60x + b

obtenemos
y=060x+ b
1200 =60 (4) + b
1200 =240 + b
b = 960

Respuesta: La relacion entre x y y esta dada por y = 60x + 960 cuando x vade 4 a 9.

d) De la relaciéon y = 60x + 960 se sabe que en 1 minuto avanza 60 m.

Respuesta: 60 m por minuto.

4.3 Tres estudiantes, nombrados A, B y C, participan en una carrera de 1000 m.
La grafica muestra de forma aproximada su comportamiento en la carrera.

m

A A B
1000

750 C
500
250

) » min
40 80 120 160 200 240

Conteste.

a) ¢ Quién fue el ganador de la carrera?

b) ¢ Cual es la pendiente de la recta que representa al ganador de la carrera en la
grafica?

c) ¢ Cual fue la velocidad del jugador ganador?

146~
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© Ejercicios 5

Las siguientes tablas muestran la relacién entre x y y. Exprese el valor de y en
términos de x.

al, ol12 3 4l s b) v To 1 203 4 5

y 0 7 14 21|28 35 y |12 116 20 | 24 28 32

ﬂ Encuentra las coordenadas de los puntos A, B, C, D, E, F.

81 A
7+ .
6,,
C
¢ 54
4,,
3,,
2,,
1,,
| L L L L L L L L L L ‘D\ \x
76 -5-4-3-2 —‘11"” 1 234567
_277 .E
. 3+
P F

a Ubique los siguientes puntos en el sistema de coordenadas.
A(2,-4) B(-3,-3) C(-2,5) D(@4,6) E(0,3) F (50

6

—t—t—— —t—t—t—t+—x
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

n Grafique las siguientes funciones de primer grado en un sistema de coordenadas.

a)y=3x-3 b)y=-x+4 C)x = -2 d)y=-3

Libro del Estudiante - Matematicas 8° grado
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Encuentre la funcidon de primer grado cuya grafica es la siguiente recta.

a) ¥ b) %

4

5
4 3
3 2
2 1
1

—5—4—3—2—1‘ 1 2 3 4 5
-2

Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica pasa por el punto (4, -5) y su
pendiente es -3.

Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica pasa por los puntos:
a)(1,2)y(2,7) b)(3,7)y (-6, 1)

Encuentre la funcién de primer grado cuya grafica es paralela a la recta
y = 3x -2y pasa por el punto (3, 1).

Encuentre la funcion de primer grado cuya grafica es perpendicular a la recta
y = 3x -2y pasa por el punto (3, 1).

Encuentre los interceptos en x y y de las siguientes rectas.

a)x+y=1 b)4y - x =4 C)x-y=3
. . -2xt+y=1 ]
Resuelva el sistema de ecuaciones N 4 y luego trace su grafica.
x+y=

Clasifique en consistentes, inconsistentes y dependientes los siguientes sistemas
de dos ecuaciones de primer grado determinadas por el par de rectas dadas.

a)4yé \‘y ‘
b) 4y 4 ‘
c)4Lyd4
d)4yé 0 X
&)Ly 4 / /\Z
é5
Z4

Unidad 6 - Funciones de primer grado



Unidad 7

Manera de contar

Leccion 1: Manera de contar




Manera de contar

@ Leccion 1: Manera de contar
@ Seccién 1: Principio de la suma

En esta leccidn se trata de contar el nimero de casos que ocurren como resultado de
un ensayo o el numero de maneras en las que se puede hacer un ensayo.

[ [ Ejemplo XK

Encuentre el numero de casos posibles de obtener los nUumeros menores que 3 en el
lanzamiento de un dado.

‘/ Soluciodn:
Los numeros que tiene el dado (puntos) son 1, 2, 3,4, 5y 6.
Al lanzarlo solo existen los numeros 1y 2 que son menores que 3.

— 4
—

2 casos posibles, porque 1y 2 son menores que 3.

Respuesta: Hay 2 casos posibles.

1.1 a) Encuentre el nimero de casos posibles de obtener los nimeros
mayores que 3 en el lanzamiento de un dado.
b) Encuentre el numero de casos posibles de obtener los numeros
pares en el lanzamiento de un dado.

[/ Ejemplo K’

Encuentre el numero de casos posibles de obtener los nUmeros menores que 3 o
mayores que 3 en el lanzamiento de un dado.

% Solucion:

| - — ~—— —
—

(2) casos posibles, porque (3) casos posibles, porque
1y 2 son menores que 3. 4, 5y 6 son mayores que 3.

Entonces, en total hay (5)
casos posibles.

2+3=5

Al sumar los casos menores que 3 (que son 2) con los casos mayores que 3
(que son 3) nos da un total de 5 casos.

,@O Respuesta: Hay 5 casos posibles.
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Cuando hay dos casos que no ocurren al mismo tiempo, el nimero de maneras de la
ocurrencia de alguno de ellos es la suma del numero de casos de estos.

Principio de suma

Si un evento o suceso ocurre de m formas y un segundo evento puede ocurrir
de n formas y no es posible que ocurran ambos eventos de manera
simultanea, entonces para realizar cualquiera de ellos puede utilizarse

de m + n formas.

1.2 a) Encuentre el nimero de casos posibles de obtener los nimeros
menores que 4 o mayores que 5 en el lanzamiento de un dado.

b) Encuentre el numero de casos posibles de obtener los numeros

menores que 2 o mayores que 4 en el lanzamiento de un dado.

[/ Ejemplo K

¢ Cuantas son las maneras de hacer un viaje a un sitio determinado si para poder
realizar el viaje hay 3 empresas de autobuses, 1 de tren y 4 compafiias de aviacion?

% Solucion:

mo MO o:oo

%o ,\; o »0 @0
N — -

8 maneras para viajar

Como hay 3 empresas de autobuses, 1 empresa de tren y 4 compafiias de aviacion,
entonces tenemos 3 + 1 + 4 = 8 maneras diferentes de viajar.

Respuesta: Hay 8 maneras diferentes de realizar el viaje.

Cuando hay mas de dos casos que no ocurren al mismo tiempo,
también se pueden sumar los numeros de casos.

T4 1.3 ;Cuantas son las maneras de hacer un viaje a un sitio determinado si
para poder realizar el viaje hay 2 empresas de autobuses, 3
empresas de aviones y 4 empresas de barcos?
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@ Seccién 2: Principio del producto

[ [ Ejemplo AF

Se tiran dos dados, uno grande y otro pequefio. Encuentre el numero de casos donde
el numero del dado pequeino es menor que 3 y el del grande es un numero impar.

Solucion:

Dado grande: 1, 3, 5 (Numeros impares)

% ©

Los casos se muestran a continuacion:
Dado pequefio: 1, 2 (NUmeros menores que 3)

NUmeros Grande
del dado
1 3 5
1 [(1,1)[(1,3)](1,5)
Pequeno
2 [(2,1)](2,3)|(2,5)

Los casos son (1, 1), (1, 3), (1, 5), (2, 1), (2, 3) y (2, 5).

Respuesta: El numero total de casos es 6.

o

\

En la tabla podemos
observar facilmente
el numero de casos.

o

En este caso...
(1,5)

N

Numero que Numero que
corresponde corresponde
al dado al dado
pequefio grande

1.4 Se tiran dos dados, uno grande y otro pequefio. Encuentre el nimero
de casos donde el numero del dado pequefio es mayor que 3 y el del
grande es un numero par.

Complete la tabla y resuelva.

NuUmeros
del dado

Grande

Pequeno

=
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[/ Ejemplo XE=

Se dispone de los colores: azul, rojo, amarillo y verde
para pintar las dos partes de la bandera con 2 colores

diferentes. ;De cuantas maneras se puede pintar? @

% Solucion:

Se seleccionan los colores en el orden (1) y (2)
y se hace la siguiente “tabla de las combinaciones”.

®®

azul

rojo

amarillo

verde

azul

rojo

amarillo

diagonal.

verde

Respuesta: En total hay 12 maneras.

0 > no es valido, ya

que se esta utilizando
el mismo color. Igual
sucede para las demas
combinaciones en la

[F49W 1.5 Se dispone de los colores: negro, blanco, azul, rojo y amarillo para

pintar las dos partes del tiro al blanco con dos colores diferentes.

¢ De cuantas maneras se puede pintar?

Resuelve utilizando la tabla como el (ZE01.5 .

@
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[/ Ejemplo XK

En el (GBI 1.4 también se pueden mostrar los casos de otra forma diferente a la
tabla de las combinaciones.

Casos

Numeros del
correspondientes

dado pequeino

Numeros del
dado grande

v
—
—_—
w

(6} w
v
—
—_—
a1

RN
v
—
..M
RN

N
w
v
—
N
w

Esta manera que muestra como ramificaciones se llama “diagrama de arbol”.
Un diagrama de arbol es una manera para contar las combinaciones en forma ordenada.
Cadauna de las ramas muestra una combinacion diferente.

1.6 Exprese en un diagrama de arbol el JTEEET 1.4 .

[/ Ejemplo kK¢

En los meses de vacaciones un estudiante puede visitar las ciudades de Danli,
Juticalpa o Comayagua. Puede viajar en vehiculo propio o bus interurbano y puede
alojarse en 3 hoteles: A, Bo C.

¢ Cuantas maneras posibles hay para que el estudiante tome sus vacaciones?

% Solucién:
Se puede escoger primero la ciudad, luego el transporte y por ultimo el hotel.
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Vamos a hacer un diagrama de arbol.

Bus
Danli
Automoévil
Bus
Juticalpa
Automoévil
Bus
Comayagua
Automovil

Respuesta: Hay 18 maneras.

AAAA AN

Casos
correspondientes

Hotel A
Hotel B
Hotel C

Hotel A
Hotel B
Hotel C

Hotel A
Hotel B
Hotel C

Hay 18 opciones
Hotel A

Hotel B
Hotel C

Hotel A
Hotel B
Hotel C

Hotel A
Hotel B
Hotel C

La ventaja de este diagrama es que se puede continuar con muchas

mas combinaciones.

1.7

Un estudiante tiene que seleccionar 1 de 3 materias optativas, 1

actividad extra escolar entre teatro, danza y musica y 1 de los
siguientes idiomas: inglés o francés.
¢ Cuantas maneras distintas tiene para escoger?

=D
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[/ Ejemplo XK

Se tienen 4 tarjetas numeradas del 1 al 4. De estas 4 tarjetas se hacen 2 extracciones
sin reposicidén y se colocan las tarjetas en el orden de la extraccion de izquierda a
derecha formando un numero de dos cifras.  Cuantos numeros distintos se pueden
formar?

\/ Solucioén:
Vamos a dibujar el diagrama de arbol.

Primera Segunda Casos O Sin reposicion significa que
extraccion | | extraccidon | | correspondientes una vez extraida una
tarjeta, esta no puede
_ colocarse o reponerse y
> 12 extraerse de nuevo.
> 13
> 14
> 21
> 23
> 24 De este diagrama
se sabe que ha
> 31 g y
4 X 3 =12 casos
> 32
> 34
> 41 O 4 X 3 =12
»[2] > 42 A TN
» 43 Primera Segunda Total de

extraccion extraccion numeros
formados

Respuesta: Hay 12 casos.

Principio de producto.

El numero total de casos es el producto de los numeros de casos para cada
parte, es decir, n X m.

Para determinar la cantidad total de resultados, multiplica la cantidad de
posibilidades de la primera caracteristica por la cantidad de posibilidades de
la segunda caracteristica y asi sucesivamente.

1.8 Martha tiene en su armario 2 pantalones, uno de color azul y otro
verde y 3 camisas, una de color blanco, una roja y una negra.
¢ De cuantas maneras se puede combinar?

1.9 Se va a decorar una carta. Hay 4 tipos de papeles,
rojo, azul, amarillo y verde. También hay 2 tipos de
cintas, una dorada y una plateada ¢ Cuantos casos
se pueden combinar?

S
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[/ Ejemplo XK

Se dispone de los colores: azul, amarillo, rojo y verde
para pintar las tres partes del rectangulo de la derecha
con 3 colores diferentes. ;De cuantas maneras se
puede pintar?

% Solucion:

A

B

Si se seleccionan los colores en el orden A, B y C, para la parte A hay 4 opciones,
para la parte B hay 3 opciones y para la parte C hay 2 opciones. Por lo tanto el

numero total de opciones es 4 X 3 X 2 = 24.

Respuesta: Hay 24 maneras.

Un diagrama de arbol para comprobar.

J Ejercicio K[

Maneras
——"0—0 0
o——©0

.-<:2—>:

A A A A
]

/.\

@O

o0
§ 000000000000 00000000000
000000 C0000C 000000000000

4 x 3 XX 2 =

Hay 5 estudiantes y 3 cargos vacantes (director/a, subdirector/a 'y
secretario/a) en una directiva. ;De cuantas maneras diferentes se
pueden elegir?

Libro del Estudiante - Matematicas 8° grado
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(G 1.10

Se van a fotografiar 4 estudiantes uno a la par del otro. ¢ De cuantas maneras
diferentes se pueden colocar?

% Solucioén:
Hay 4 lugares para ubicarse, y vamos a utilizar a, b, ¢ y d para los 4 estudiantes.

<Un diagrama de arbol>

@ @ ® @

—_— g
<<; .
i—] g
r h
—_
b<c<:z, :Z
a7
a<:z, :
<<: .
—
—_;
<<:
—— g
4 %X 3 X 2 X 1=24

Respuesta: Hay 24 maneras.

1.11 Van a hacer una carrera de relevos. Hay 5 corredores de relevos.
Ellos piensan en el orden para correr. ; Cuantas maneras hay para el
orden de relevos?

(158"
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[ [ Ejemplo KK

Hay 4 equipos de futbol. Si cada equipo juega con los otros 3, ¢ cuantos partidos

pueden jugarse?

% Solucioén:
Si se denominan los 4 equipos con A, B, C y D se hace la siguiente tabla de los
partidos.

A

B

c
O
O

O W >

D

Respuesta: En total pueden jugarse 6 partidos

En este caso, equipo A vs equipo B es igual que equipo B vs equipo A.
Cuando se tiene que pensar el orden, AB y BA son distintos aunque en algunos
casos no se necesita el orden, como por ejemplo el partido AB es el mismo BA.

(T4 1.12 Hay 5 sabores de helados: chocolate, fresa, vainilla, mango y ron con
pasas. Al comprar, puede elegir 2 sabores en una copa. ¢,En cuantas
combinaciones puede pensar para comprar? Resuelva utilizando una

J Ejercicio KRE

tabla como en el ¢GRI 1.11 .

Hay 6 tipos de frutas: pifas, uvas, bananos, mangos, manzanas y
sandias. Se van a comprar 2 tipos de frutas para llevar a la casa. ¢ En
cuantas combinaciones puede pensar para comprar? Resuelva
utilizando una tabla como en el (TP 1.11 .

Libro del Estudiante - Matematicas 8° grado
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© Ejercicios )

n Encuentre el numero de casos posibles de obtener los nimeros menores que 3 o

mayores que 5 en el lanzamiento de un dado.

¢ Cuantas son las maneras de hacer un viaje a un sitio determinado si para poder
realizar el viaje hay 4 empresas de autobuses, 2 empresas de trenes y 3 empresas de
aviones?

En el lanzamiento de dos dados encuentre el numero de casos posibles de obtener un
total de 7 puntos.

» 8~

Se tienen 5 tarjetas numeradas del 1 al 5, de estas 5 tarjetas se hacen 2 extracciones
sin reposicion y se colocan las tarjetas en el orden de la extraccion de izquierda a
derecha formando un numero de dos cifras ¢ Cuantos numeros distintos se pueden
formar?

Decena Unidad
? ?

-
N
w
N
&)

De Aa B hay 3 caminos. De B a C hay 4 caminos. Para ir de Aa C pasando solo una
vez por B ¢ Cuantas rutas hay?

Unidad 7 - Manera de contar



ﬂ Hay 3 estudiantes y 4 sillas diferentes. ¢ De cuantas maneras los estudiantes pueden

elegir su silla?
n e u

_ H
“h mH

ﬂ Un helado puede venir en un cono o en una copa y los sabores son chocolate, fresa y
vainilla. Puede comprar solo un sabor, ya sea en el cono o en la copa. ¢, Cuantos casos

hay para comprar?

ﬂ Al comprar un ramo hay que elegir un tipo de flores, un papel y una cinta. Hay 3 tipos de
flores, 2 colores de papeles y 2 tipos de cintas. ; Cuantas maneras hay para comprar un

»

ﬂ Hay 4 marcadores, los colores pueden ser negro, rojo, azul y verde. Si elegimos 2 de
esos marcadores, ¢, cuantas combinaciones de marcadores se pueden hacer?

/

m Hay 5 tipos de deportes; futbol, voleibol, baloncesto, béisbol y ping-pong. Si se quiere
jugar 2 de ellos, jcuantas combinaciones de deportes hay?

<D
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¢ Cuantos confites tienen?

~

¢, Como encuentra el mago las cantidades de confites que tiene Gloria y Carlos?
(La solucién del problema de la pagina 38)

Carlos

Una vez...
2 veces...
3 veces... - ¢ o
- o - %  Gloria
w“ GOy N

4 |
T Hay 20 confites en la bolsa. ’

Solucioén:
x: La cantidad de veces que el maestro da 2 confites a Gloria
y: La cantidad de veces que el maestro da 1 confite a Carlos

© Eltotal de confites es 20.

@ Como el maestro da a Gloria “2 confites” cada vez. Se puede expresar la
cantidad final de confites que Gloria tiene como 2x.

£

o %
¢ (_,f;
o |

-

©® Como el maestro da a Carlos “1 confite’cada vez. Se puede expresar la

cantidad final de confites que Carlos tiene como y. o 010
] ] iOJO!: x ¥y y no
© Entonces, se puede expresar la cantidad total de confites, como 2x + y = 20. representan las
U5 . s i cantidades de
Elmago cuenta la cantidad total de veces que el maestro dice “Si”. confites que

O La cantidad total de veces que el maestro dice “Si” es igual ala suma de tienen eflos.

xyy.Sepuede expresarcomox + y.

© Resolver un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos variables.

{2x+y=20

x + y = la cantidad total de veces que el maestro dice “Si”
L

Entonces, cuando el maestro dice “Si” 16 veces, x + y = 16. ﬁ £ tag

Vamos a resolver ( 2x + y = 20 L et i, g ¢
g 24

x + y = 16 A -

Encontramos que x = 4y y = 12. Por eso, la cantidad final de confites

que Gloria tiene es 2x, 0 sea 2 X 4 = 8, 8 confites. Y la cantidad final
de confites que Carlos tiene es y, o sea 12 confites.

Pruebe otra situaciones, como cuando el maestro dice “Si” 12 veces, 14 veces,...

\ Unidad 7 - Manera de contar J




Unidad 8

Probabilidad

Leccion 1: Probabilidad




@

—

Probabilidad

eccion 1: Probabilidad

Se va a lanzar un dado 10 veces. ;,Qué numero cree que saldra mas?

(Ejemplo)

Numero
de tiro

10

Numero que
se obtuvo

(En su caso)

Numero
de tiro

10

Numero que
se obtuvo

¢ Cual nimero salié mas?
En el caso del Ejemplo, el punto 5 sali6 mas que otros numeros.
En su caso, el punto sali® mas que otros numeros.

¢ Cuantas veces salio el punto 2?
En el caso del Ejemplo, el punto 2 salié 1 vez en 10 veces de tiros.
En su caso, el punto 2 salio vez o veces en 10 veces de tiros.

Unidad 8 - Probabilidad




Ahora piense en el numero que representa la posibilidad de ocurrir de un evento.
En la situacién anterior, al lanzar 10 veces un dado, se encontr6é que el punto 2 sali6 1
vez. Si se sigue este experimento para 200, 400, ..., 50000 tiros, la tabla y la grafica

La cantidad de veces de sacar el punto 2

muestran el valor de la razén
mente un dado no cargado.

Razon

Numero total de lanzamientos

cuando se lanza repetida-

0.18 — ((.\

0.17
0.16 /
S

<
N\ o e
Vi Vi

0.15 / >

>

0.14 . %

A\

0-1‘(?; /\/\/(é\/\/k/\/\/\

50000

200 400 600 800 1000 2000 4000 6000 8000 10000 20000 30000 40000
Numero de lanzamientos
Numero La cantidad de
total de veces de sacar La razén
tiros el punto 2
10 1 0.100
200 28 0.140
De estas se sabe que cuanto mas 400 60 0.150
lanzamientos hay, el valor de la au < Leles
— | 5 800 140 0.175
razén de sacar e punto se 1000 172 0172
acercamasa0.167. 1500 259 0.173
2000 338 0.169
En este caso, 0.167 expresa la A o 2159
posibilidad de ocurrir del evento: 8000 1328 0.166
lanzar un dado y que salga el 10000 1670 0.167
punto 2. 15000 2475 0.165
20000 3280 0.164
25000 4125 0.165
30000 4950 0.165
35000 5845 0.167
40000 6680 0.167
45000 7515 0.167
50000 8350 0.167

Cuando se realiza un ensayo (experimento) cuyo evento (resultado) depende

de la casualidad, el nUmero que expresa la posibilidad de ocurrir de un

evento se llama probabilidad del evento.

Entonces, se puede decir que la
probabilidad de sacar el punto 2
al lanzar un dado es 0.167.

o

Un experimento, en estadistica, es cualquier proceso
que proporciona datos, numéricos 0 no NUMéricos.

Ejemplos:

- Lanzar un dado o una moneda.
- Resolver un examen.
- Comprar un numero de la loteria.

<D
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Otro ejemplo:

La tabla muestra el numero de nacimientos en un pais. El valor de la razén del numero de
nacimientos de nifias al total es casi igual cada afio y su valor es aproximadamente
0.486. De este hecho se sabe que la probabilidad de nacer una nifia en este pais es
aproximadamente 0.486

ATO | go nacimientos "BGMISTIoS | naea miogs
de nifias
1994 1238328 602413 0.486
1995 1187064 578517 0.487
1996 1206555 586762 0.486
1997 1191665 580760 0.487
1998 1203147 585733 0.487
1999 1177662 572900 0.486
2000 1190547 578399 0.486
2001 1170662 569744 0.487
2002 1153855 561015 0.486
2003 1123610 546874 0.487

Cuando la probabilidad de un evento es mayor que la probabilidad de
otro evento, aquel es mas probable que éste.

Unidad 8 - Probabilidad



¢ Cual evento tiene mas posibilidad de ocurrir?
Al lanzar un dado, piense en la probabilidad de ocurrir de cada evento.

0 Evento: Es uno de los
resultados de un ensayo.

' / Ejemplos: Al lanzar un
@ - dado se tienen 6 posibles

casos: obtener 1, 2, 3, 4,

L 506.

. A) Que salga un Al lanzar una moneda se
\ nuamero impar tienen 2 posibles casos:
cara o escudo.

B) Que salga C) Que salga un
el punto 2 numero menor
que 5 J
: 4
h N /

El evento A) se refiere a los casos de obtener 1, 3 0 5, mientras que el evento B) se
refiere al caso de obtener 2.

Deténgase en el evento B).
Al lanzar un dado, encuentre la probabilidad que salga el punto 2.
Para la respuesta, la probabilidad de que salga el punto 2 es % .

De acuerdo a un ensayo se puede decir sobre esta probabilidad lo siguiente:

Paso @ Hay 6 posibles casos totales: 1, 2, 3, 4, 5y 6. - - !

Paso 2 Todos los casos son igualmente probables.
Paso @ El numero de casos que corresponde al evento m
de que salga el punto 2 es 1.

’ 2
Niimero de paso 3

i -1
En este caso se puede decir Nimero de paso @ — 6 Y este 0
resultado es casi igual con la probabilidad que se obtuvo del

resultado del ensayo de la pagina 165.

0.1666...

o= o|-

Q

0.167

2
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La probabilidad que salga el punto 2 en el lanzamiento de un dado es %.

“_n {31

tiene la misma posibilidad de ocurrir y entre estos “n” casos hay “a” casos donde
ocurre el evento A, entonces la probabilidad que ocurra el evento Aes:

a ... Numero de casos en los que ocurre el evento A
n ... Total de posibles casos

@ Si en un ensayo hay “n” posibles casos totales donde cada uno de estos casos

Ejemplo: La probabilidad de salir el punto 2 al lanzar un dado es:

1 ... Hay una cara del punto 2
6 ... Hay 6 caras (1, 2, 3, 4, 5y 6)

Generalmente para expresar la probabilidad se usan las fracciones.

[ [ Ejemplo XK

Encuentre la probabilidad de salir el punto 4 al lanzar un dado.

\/ Solucion:

Paso @ Hay 6 posibles casos totales: 1, 2, 3, 4, 5y 6.
Paso 2 Todos los casos son igualmente probables.
Paso 3 Hay un caso de salir el punto 4.

Luego, sustituimos en % n = 6 (viene del paso @) y a = 1 (viene del paso @),

entonces, la probabilidad de salir el punto 4 al lanzar un dado es% .

Respuesta: La probabilidad de salir el punto 4 al lanzar un dado es% .

En el caso del dado se puede esperar que salga cada punto (de 1 a 6) con igual

posibilidad. Como hay 6 puntos se puede decir que la probabilidad de salir cada uno

de estos 6 puntos es %.

1.1 Hay 5 tarjetas numeradas del 1 al 5: 1 , 2 : 3 : 4 , o)
Si se saca una tarjeta, encuentre:

a) La probabilidad de sacar la tarjeta 2 :

b) La probabilidad de sacar la tarjeta 5 :

Unidad 8 - Probabilidad



[/ Ejemplo A I

Hay una bolsa que contiene 2 pelotas verdes y 5

pelotas amarillas. Encuentre la probabilidad de Verde: Q @
sacar una pelota verde cuando saque una pelota
de la bolsa. Amarillo:

vV

‘/ Solucioén:
Piense en los 3 pasos.

Paso @' Hay 7 posibles casos totales.

(Porque hay 7 pelotas en total)
Paso (2" Todos los casos son igualmente

probables. e
Paso @3 Hay 2 casos de sacar una pelota verde.

(Porque hay 2 pelotas verdes)

Luego, sustituimos en % n=7Yya= 2, entonces: 0
2 @ <= E| nimero de

la probabilidad de sacar una pelota verde es = casos de
sacar una
pelota verde
Respuesta: La probabilidad de sacar una pelota T ttl g
2 otal de
verde es =-. pelotas

1.2 Siguiendo el ¢TI 1.2, encuentre la probabilidad de sacar una
pelota amarilla.

1.3 Encuentre las probabilidades de los eventos A) y C) de la pagina 167.

a) La probabilidad que salga un numero impar (evento A).
b) La probabilidad que salga un numero menor que 5 (evento C).

0 Al lanzar un dado, el
total de casos posibles

siempre es 6.

D
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[/ Ejemplo A K

Siguiendo el (I 1.2 , encuentre las siguientes probabilidades.
a) La probabilidad de sacar una pelota que tiene color.
b) La probabilidad de sacar una pelota blanca.

- 2
Verde: () ) Hay 7
casos
) Amairillo: en tOta'/

No hay una pelota blanca en la boIs;

% Solucioén:
a) Al sacar una pelota, todas las 7 pelotas tienen colores como verde y

amarillo.

Entonces, la probabilidad de sacar una pelota que tiene color es % =1.

Respuesta: La probabilidad de sacar una pelota con color es 1.

b) En la bolsa, no hay ninguna pelota blanca.

Entonces, la probabilidad de sacar una pelota blanca es % =0.

Respuesta: La probabilidad de sacar una pelota blanca es 0.

@ Cuando se esta seguro que un evento ocurrira, la probabilidad de ese
evento es 1.
Cuando se esta seguro que un evento nunca ocurrira, la probabilidad de

ese evento es 0.
Entonces, podemos decir, 0 < probabilidad < 1.

(T[4 W 1.4 Encuentre la probabilidad de cada uno de los siguientes eventos
cuando se lanza una vez un dado.

a) La probabilidad de salir el punto 7.

b) La probabilidad de salir uno de los puntos 1, 2, 3,4, 5 6 6.

(o
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(GBI 1.4

Encuentre la probabilidad de que al lanzar al aire
dos monedas al mismo tiempo salgan 2 caras.

% Solucion:

Cuando se lanza una moneda, los casos
posibles son cara o escudo.

Cuando se lanzan dos monedas: Ay B, hay 4
casos posibles. Los resultados se pueden ver Cara Escudo
en la siguiente tabla.

A ~B Cara Escudo
Cara (Cara, Cara) (Cara, Escudo) 0 @ <= El nimero de
— casos de
Escudo | (Escudo, Cara) | (Escudo, Escudo) 4 sacar 2 caras
Sélo hay 1 caso en el que pueden salir 2 caras. Totgl de
Entonces, la probabilidad que salgan las 2 caras es . casos posibles

Respuesta: La probabilidad que salgan las 2 caras es %.

También se puede usar el diagrama de arbol como una manera para encontrar el
numero de casos posibles.

Cara ——>» (Cara, Cara) )
Cara <:
Escudo —— (Cara, Escudo) Hay 4
posibles casos
Cara ——» (Escudo, Cara) en total
Escudo <:
Escudo ——» (Escudo, Escudo)
2 X 2 = 4

Como la posibilidad de estos 4 casos es igual y hay un caso donde salen 2 caras,

entonces la probabilidad que salgan las 2 caras es % .

SEAEEY 1.5 En la situacion anterior:

a) ¢,Cual es la probabilidad que salgan una cara y un escudo?

b) ¢ Cual es la probabilidad que salgan los 2 escudos?

i
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[/ Ejemplo XE=

Se lanzan 3 monedas al mismo tiempo. Encuentre la probabilidad de que salga al
menos 1 cara.

\/ Solucion:

Cuando se lanzan 3 monedas: A, By C,
hay 8 posibles casos en total, tal como se A B c
muestra en el diagrama de arbol. La Cara
‘st : Cara
posibilidad de estos 8 casos es igual. Escudo
Cara
“Al menos 1 cara” significa tener: Escudo<: Cara
3 caras, Eeene®
2 caras y un escudo 6 Cara Cara
1 caray 2 escudos. Escudo
Escudo .
Hay 1 caso de que salgan 3 caras como ESCUd°<: Escudo
(cara, cara, cara). 2 X 2 X 2 =8
Hay 3 casos de que salgan 2 caras y 1 .

escudo como (cara, cara, escudo), (cara,
escudo, cara), (escudo, cara, cara).

Hay 3 casos de que salgan 1 cara y 2 escudos como (cara, escudo, escudo),
(escudo, cara, escudo), (escudo, escudo, cara).

Entonces, hay 7 casos en los que sale al menos 1 cara.
Por eso, la probabilidad de que salga al menos 1 cara

es 1_ @ <= E| nimero

8 de casos
que salga
al menos 1
Respuesta: La probabilidad de que salga al menos una . ttl . cara
7 otal de
cara es rh posibles casos

1.6  Siguiendo el ¢[FET1.5 , encuentre las siguientes probabilidades.

a) La probabilidad de que salgan 3 caras.

b) La probabilidad de que salgan al menos 2 caras.

(P
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[/ Ejemplo XK

Al lanzar 2 dados, uno Ay otro B, encuentre las siguientes probabilidades.
a) La probabilidad de que salga el mismo numero en ambos dados.

b) La probabilidad de que no salga el mismo numero en ambos dados.

% Solucioén:
En la tabla de casos se muestra que al lanzar 2 dados Ay B, el total de casos

posibles es 6 X 6 = 36.
LT -

1,1)((1,2)|(1,3)[(1,4)[(1,5)[(1, 6)

a) Hay 6 casos donde sale el mismo
numero en ambos dados, (1, 1),
(2,2),(3,3),(4,4),(5,9)y (6, 6).
El total de posibles casos es 36.

Entonces, la probabilidad buscada
36 6’

Respuesta: La probabilidad que salga el
mismo numero al lanzar 2 dados
es %.

b) “No salga el mismo numero” significa
“salgan 2 numeros diferentes”. En la
tabla de casos se muestra que hay
30 casos donde al lanzar los dados
los 2 numeros son diferentes. El total

de posibles casos es 36. Entonces, la

(2,1)[(2,2)|(2,3)[(2,4)[(2,5)|(2, 6)

(3,1)[(3,2)[(3,3)[(3,4)[(3,5)[(3, 6)

(4,1)[(4,2)|(4,3)[(4,4)|(4,5)|(4, 6)

(5, 1)((5,2)((5,3)|(5,4)[(5, 5)|(5, 6)

coflesl -0 - 1
vy}

(6,1)((6,2)|(6,3)|(6,4)|(6, 5)|(6, 6)

probabilidad buscada es % = %.
Respuesta: La probabilidad de que no salga el mismo numero al lanzar 2 dados es %.
Observe que:
La probabilidad Total de la La probabilidad
de que no salga _ [ probabilidad de} _ [ de que salga el
el mismo numero todos los mismo numero
en 2 dados casos posibles en ambos dados
3 — 1 _ a1
6 - 6
@ La probabilidad de NO ocurrir un evento es igual a:

1 - (la probabilidad de ocurrir ese evento)

1.7 Encuentre las siguiente probabilidades.

a) La probabilidad de salir el punto 1 al lanzar un dado es %. ¢Cual es la
probabilidad de que no salga el punto 1?

b) La probabilidad que la suma de los puntos sea mayor que 6 al lanzar 2 dados

es -L.;Cuélesla probabilidad que la suma de los puntos sea menor que 77?

12" ¢

(Es decir, no sea mayor que 6)
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[/ Ejemplo LN/

Al lanzar 2 dados, uno pequefio y uno grande, encuentre la probabilidad de que la
suma de los dos puntos sea 5 y la probabilidad de que la suma no sea 5.

N RS 0@ :

1,1)((1,2)|(1,3)[(1,4)(1,5)|(1, 6)

- (2,1)((2.2)[(2,3){(2,4)|(2, 5)|(2, 6) ‘
(2,3)
B (3 1)[(3,2)3.3)(3,4)|(3,5)|(3,6)
! (4,1)|(4,2)((4,3)((4,4)|(4, 5)|(4, 6) 0 @ <= E| nimero de casos
— donde la suma es 5
m (5, 1)[(5, 2)|(5, 3)[(5,4)|(5,5)|(5, 6) 3'6
m (6,1)[(6,2)|(6,3)[(6,4)|(6,5)|(6, 6) Total de

posibles casos

En 4 casos: (4, 1), (3, 2), (2, 3) y (1 ,4), la suma de los dos puntos al lanzar los dados

es 5. Entonces la probabilidad buscada es 3% = %.
Luego la probabilidad que la sumanoseab5es 1 - % = %.

Respuesta: La probabilidad que la suma sea 5 es %.
La probabilidad que la suma no sea 5 es %.

1.8 Al lanzar 2 dados, encuentre las siguientes probabilidades.

a) La probabilidad que la suma de los dos puntos sea 10.

b) La probabilidad que la suma de los dos puntos no sea 10.

Unidad 8 - Probabilidad



[/ Ejemplo XK

Hay 5 tarjetas en una baraja. 4 Cual es la probabilidad que salga el mismo simbolo
(diamante o trébol) al sacar 2 tarjetas al mismo tiempo?

A 3
+ &

LAN}

4 5
o ‘aa ‘aa

b : * *

' ¥ 'I"i': 'i'ig

o

*
v

*1 *2 &3 &4 &5

% Solucion:

Se utilizara una tabla para ver el numero de casos posibles y determinar cual es
la probabilidad.

+1 2 &3 &4 &5 (02, 41)y
¢ 1 (#1,02) | (¢1,83) | (¢1,84) | (¢1,85) (#1,42) son los
mISMOS Casos
2 (#2,%3) | (¢2,%4) | (¢2,85)
&3 (®3,84) | (#3,85)
&4 (™4, %5)
&5
Hay 10 casos posibles en total al sacar 2 tarjetas al 0 )
mismo tiempo. <= El nimero
. . , de casos
Hay 4 casos en los que puede salir el mismo simbolo, 10|  que salga
estos son: (¢ 1,4 2), (#3,84), (#3,&5) (84 ,&65) el mismo
Entonces, la probabilidad de que salga el mismo t simbolo
simboloes 75 = £ Total de
casos posibles

Respuesta: La probabilidad de que salga el mismo simbolo es % .

1.9 Hay 4 tarjetas en una baraja, como ¢ 1, 2, #3, #4,
¢, Cual es la probabilidad de que salgan simbolos diferentes al sacar 2
tarjetas al mismo tiempo? Resuelva utilizando una tabla de casos.

@
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[/ Ejemplo K] > 3 y4

Hay 3 tarjetas numeradas de la siguiente manera: = , en una caja. Se
extraen dos tarjetas, una primero y otra después como se muestra en el dibujo de

la derecha.

Luego, con esas tarjetas se va a formar un - S / | bri
ntmero entero de 2 cifras. jg‘% ?%% E*@e G tar:jrgga
La primera tarjeta es para el numero de las 2o Beld B8 /7

dgcenas yla segqnda tarjeta es para el (2 ~4) -

numero de las unidades.

¢ Cual es la probabilidad de que el numero Después
entero formado sea multiplo de 37

@?/\' Segunda

% Solucion: tarjeta

Se encontrara el total de casos posibles
utilizando un diagrama de arbol.

Primera Segunda N
tarjeta tarjeta
(decena) (unidad) ormados
3 ———— 23)
2=,
—  » 32 Hay 6

casos
34 posibles

—— 42
————— 43

I~

w
wWwinN AN b

3 X 2 = 6
Hay 2 casos en los que se forman numeros multiplo de 3, estos son: 24 y 42.
Entonces la probabilidad buscada es % = %

Respuesta: La probabilidad de que al extraer dos tarjetas el numero formado sea

multiplo de 3 es %

1.10 Hay 3 tarjetas numeradas como 6 , / y 8 en una caja. Se extraen
dos tarjetas de la caja como en el (5209 1.9 . Luego, con estas
tarjetas se va a formar un numero entero de 2 cifras. La primera tarjeta
es para el numero de las decenas y la segunda tarjeta para el numero
de las unidades. 4, Cual es la probabilidad que el numero entero formado
sea multiplo de 27?

Unidad 8 - Probabilidad



[/ Ejemplo ZKI

Hay una bolsa que contiene 1 pelota roja (r1), 2
pelotas azules (a1y a2) y 2 pelotas blancas (b1 y b2).
Se saca una pelota y se anota su color y numero.
Después, se regresa la pelota a la bolsa. Luego, saca
una pelota por segunda vez y de nuevo se anota su
color y numero.

a) Encuentre la probabilidad de los siguientes eventos:

A) Que salga el mismo color.

B) Que salgan colores diferentes.

\/ Solucion:

Se utilizara una tabla de casos para —>
encontrar el total de posibles casos. (1) (b2
2da
oz r1 at a2 b1 b2
vez
r1 | (r1,r1) | (r1,a1) | (r1,a2) | (r1,b1) | (r1, b2)
al [(a1,r1) | (a1, a1) | (a1, a2) | (a1, b1) | (a1, b2)
a2 | (@2, r1) | (a2, a1) | (a2, a2) | (a2, b1) | (a2, b2)
b1 | (b1,r1) | (b1, a1) | (b1, a2) | (b1, b1) | (b1, b2)
b2 | (b2, r1) | (b2, a1) | (b2, a2) | (b2, b1) | (b2, b2)

La tabla muestra que hay 5 X 5 = 25 posibles casos en total.
A) Hay 9 casos en los que pueden salir el mismo color. Entonces la probabilidad

: 9
que salga el mismo color es 5.

Respuesta: La probabilidad que salga el mismo color es 2—% .

Se regresa

—
X
| |
2 2da vez

B) Se utilizara la respuesta de la probabilidad de que salga el mismo color, para
encontrar la probabilidad de que salgan los colores diferentes. De esta forma,

_ 16

-9
1-25=25-

Respuesta: La probabilidad que salgan los colores diferentes es

16

25"
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b) ¢ Cual es mas posible de ocurrir: el evento A) o el evento B)?,

La probabilidad del evento A) es 2—% y la probabilidad del evento B) es % .

Cuando la probabilidad de ocurrir de un evento es mayor que la probabilidad de

otro evento, aquel es mas probable que éste.

Como % es mayor que 2%, el evento B) es mas probable que ocurra.

Respuesta: El evento B) referido a que salgan los colores diferentes, es mas posible de

ocurrir.

1.11 Hay una bolsa que contiene 2 pelotas blancas (b1 y b2) y 3 pelotas

@

amarillas (a1, a2 y a3). Se saca una pelota y se anota su color y
numero. Después se regresa la pelota a la bolsa. Luego se saca una
pelota otra vez.

Encuentre las siguientes probabilidades de A) y B), luego conteste

¢, Cual es mas posible de ocurrir el evento A) o el evento B)?

A) Que salga el mismo color.

B) Que salgan los colores diferentes.
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© Ejercicios 5

n Encuentre la probabilidad de que salga el punto 5 al lanzar un dado.

ﬁ Al lanzar un dado, ¢, Cual es la probabilidad de sacar un numero par?

a Hay 5 tarjetas numeradas del 1 al 5: 1 , 2 , 3 , 4 , 5 .
Si se saca una tarjeta, encuentre:
a) La probabilidad de sacar la tarjeta 4 :

b) La probabilidad de sacar una tarjeta que tenga un
numero impar.

¢ Cual es la probabilidad de que al lanzar 2 dados la suma de sus puntos sea 87?

ﬂ Hay una bolsa que contiene 4 pelotas blancas y 3 pelotas verdes.
Si se saca una pelota, encuentre: \
a) La probabilidad de sacar una pelota blanca.
b) La probabilidad de sacar una pelota verde.
c) La probabilidad de sacar una pelota blanca o Q@
una pelota verde. @® 8 (b
d) La probabilidad de sacar una pelota amarilla. A

ﬂ Si se lanza una moneda 2 veces, encuentre:

a) La probabilidad de que salga al menos 1 cara.

b) La probabilidad de que no salga cara.

ﬁ Hay 13 tarjetas numeradas del 1 al 13. Si se saca una tarjeta, encuentre:

a) La probabilidad de que salga una tarjeta que tiene niumero par.

b) La probabilidad de que salga una tarjeta que tiene niumero impar.

D
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ﬂ Si se lanza una moneda tres veces. Resuelva utilizando un diagrama de arbol.
a) ¢,Cual es la probabilidad que salga escudo en el tercer lanzamiento?

b) ¢ Cual es la probabilidad que salga cara en el primer y tercer lanzamiento?

c) ¢ Cual es la probabilidad de obtener exactamente 2 escudos en los primeros
dos lanzamientos?

h Una bolsa tiene 4 bolas blancas numeradas del 1 al 4 y 5 bolas verdes numeradas del
1 al 5. Al sacar una bola encuentre:

a) La probabilidad de sacar una bola blanca.

b) La probabilidad de sacar una bola numerada —
con1,2o0b5. \
c) La probabilidad de sacar una bola blanca con J
’ ’ ,/? tb4)‘w )
el numero 1 o verde con los numeros 3, 4 o0 5. @,;6 Q/
>

m Se tienen 5 tarjetas numeradas del 1 al 5 y se extraen 2 para formar un nimero de dos
cifras (como en el (GBI 1.9 ). Sila primera tarjeta forma las decenas y la segunda
las unidades, ¢,cual es la probabilidad de obtener un numero que sea par?

‘ﬂ Se van a ordenar las letras A, B, C y D. ¢, Cual es la probabilidad de que Ay D queden
en el centro?

m Hay 5 equipos de futbol: A, B, C, D y E. Si se eligen por sorteo 2 equipos para jugar un
partido, encuentre:

a) La probabilidad de que salga equipo Ay equipo E.
b) La probabilidad de que no salga equipo B.
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